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41) Zum Umgang mit Lorentz-Transformationen

a) Zeigen Sie, dass zwei aufeinanderfolgende Lorentz-Boosts entlang der x-Achse durch einen
einzigen solchen Boost ersetzt werden können. Wie hängt der zugehörige Boostparameter mit
den Relativgeschwindigkeiten für die ursprünglichen beiden Transformationen zusammen?

b) Ein System Σ′ bewege sich mit der konstanten Geschwindigkeit ~v = v (cosα~ex + sinα~ey)
relativ zu einem System Σ. Die Achsen beider Systeme sind parallel zueinander, ihre Ur-
sprünge fallen bei t = t′ = 0 zusammen. Wie lautet die zugehörige Lorentz-Transformations-
matrix? (2P)

42) Zum Nachdenken

Ein Physikstudent des (vermutlich) ersten Semesters ist arg verwirrt, denn er hat die folgende
Überlegung angestellt:

“Der Radius r einer kreisrunden Scheibe, die in einem Inertialsystem Σ rotiert,
ist von der Längenkontraktion nicht betroffen, da die Verbindungslinien vom
Scheibenmittelpunkt zum Rand senkrecht auf den momentanen Geschwindig-
keitsvektoren stehen. Dagegen sollte sich jedoch für den Rand der Scheibe die
Längenkontraktion bemerkbar machen, so dass das Verhältnis vom Umfang der
rotierenden Scheibe zu ihrem Radius für einen Beobachter in Σ kleiner als 2π
sein sollte. Andererseits bleibt der Umriss der Scheibe, eben da sich ja ihr Ra-
dius r bei der Rotation nicht ändert, für diesen Beobachter auch weiterhin ein
Kreis mit Radius r, so dass das Verhältnis von Umfang zu Radius doch 2π sein
sollte. Was ist hier los — ist vielleicht π gar nicht eindeutig?”

Helfen Sie Ihrem Kommilitonen, bevor er sein Studium an den Nagel hängt! (2P)

43) Ko- und kontravariante metrische Tensoren

a) Berechnen Sie den kovarianten metrischen Tensor gij sowie den kontravarianten metrischen
Tensor gij für einen dreidimensionalen Raum, dessen schiefe kovariante Basis durch

~b1 = (2, 0, 0) , ~b2 = (0, 1, 2) , ~b3 = (0, 2, 2)

gegeben wird. Wie lauten dann die kontravarianten Basisvektoren?



b) Betrachten Sie nun den dreidimensionalen Raum mit sphärischen Polarkoordinaten r, ϑ, ϕ
und setzen Sie

~b1 =
∂~r

∂r
, ~b2 =

∂~r

∂ϑ
, ~b3 =

∂~r

∂ϕ
.

Bestimmen Sie auch hierfür den kovarianten Tensor gij, sein kontravariantes Gegenstück gij

sowie die kontravarianten Basisvektoren ~bi ! (2P)

44) Der vollständig antisymmetrische Einheitstensor vierter Stufe

Insbesondere für Integrationen im vierdimensionalen Raum ist der vollständig antisymme-
trische Tensor εµνρσ von großer Bedeutung. Seine von Null verschiedenen Komponenten
sind entweder +1 oder −1 und ändern das Vorzeichen bei Vertauschung zweier Indizes; der
kontravariante Einheitstensor wird zudem festgelegt durch

ε0123 = +1 .

a) Folgern Sie, dass dann
ε0123 = −1 .

b) Zeigen Sie mit Hilfe von a), dass

εµνρσεαβγδ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δµα δνα δρα δσα
δµβ δνβ δρβ δσβ
δµγ δνγ δργ δσγ
δµδ δνδ δρδ δσδ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

c) Welche Gestalten besitzen daher die “Verjüngungen” εµνρσεαβγσ, εµνρσεαβρσ, εµνρσεανρσ
und schließlich εµνρσεµνρσ ?

d) Zeigen Sie, dass εµνρσ tatsächlich ein “Tensor” ist, sich also unter Lorentz-Trans-
formationen wie ein Tensor vierter Stufe verhält. (4P)


