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33) Kanonische Invarianz der Poisson-Klammer

Neben den “alten” Impuls- und Ortskoordinaten (p, q) sei (P, @) ein “neuer” Satz von Koor-
dinaten, der aus dem alten durch eine invertierbare Transformation hervorgeht: P, = P;(p, q),
Q; = Qi(p,q) fur i = 1,..., f. Auch fiir diese neuen Koordinaten sollen die fundamenta-
len Poisson-Klammern gelten. Zeigen Sie, dass dann die Poisson-Klammer {F,G} zweier
Phasenraum-Funktionen F, GG in den neuen Koordinaten denselben Wert hat wie in den
alten! (2P)

34) Wirkungsvariablen fiir die Bewegung in einem Zentralpotential

Die Bewegung eines Teilchens der Masse m in dem Zentralpotential

1
V(r) = —mw?r? +

wird in ebenen Polarkoordinaten (r,¢) beschrieben durch die Hamilton-Funktion

1,

Da ¢ zyklisch ist, ist p, = ¢ erhalten; eine zweite Erhaltungsgrofie ist die Energie E. Die
invarianten 2-Tori im Phasenraum werden also festgelegt durch die Gleichungen H = F,
p, = £. Daher besitzen die beiden Wirkungsvariablen besonders einfache Darstellungen:

1 1
I, = %%p@dgp und I = gprdr .

a) Driicken Sie I; und I durch E und ¢ aus!

b) Mit welchen Frequenzen “umspinnen” die Trajektorien ihren jeweiligen Torus? (4P)

35) Wirkungsvariablen in der “alten” Quantenmechanik

a) Berechnen Sie die Wirkungsvariable

1
I:—fd
o praq



fiir ein Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen “Kastenpotential” der Breite a
bzw. in dem Potential eines harmonischen Oszillators mit der Kreisfrequenz w. Driicken Sie
in beiden Féllen die Energie E des Teilchens durch [ aus.

b) Die quantenmechanischen Energieeigenwerte des “Teilchens im Kasten” lauten

n’r?
Enzmn 3 TL:]_,Q,S,...;
die Eigenwerte des harmonischen Oszillators sind
E, =hw(n+1/2) : n=0,1,2,... .

Vergleichen Sie diese quantenmechanischen Resultate mit den entsprechenden klassischen
Funktionen E(I). Was féllt Thnen auf?

¢) Im Bohrschen Atommodell sind fiir das Elektron im Wasserstoffatom nur solche Kreis-
bahnen erlaubt, fiir die der Drehimpuls ein ganzzahliges Vielfaches von A ist:
¢ =nh , n=123....

Wie héngt diese “Drehimpulsquantelung” mit a) bzw. b) zusammen? (2P)

36) Ein ganz besonderes Pendel

Betrachten Sie ein Fadenpendel, dessen Faden sich wihrend der Pendelbewegung teilweise an
eine “Fiihrungslinie” anschmiegen kann, so dass die Kurve, die der Pendelkorper beschreibt,
weitgehend beliebig geformt werden kann.

a) Auf welcher Kurve muss sich der Pendelkorper bewegen, damit die Periodendauer des
Pendels unabhéngig von der Amplitude wird?

Hinweis: Perfekt harmonische Schwingungen ergeben sich, wenn die potentielle Energie in
Abhéngigkeit von der vom Pendelkérper zuriickgelegten Strecke s(t) wie das Potential eines
harmonischen Oszillators aussieht, also fiir

1
mgy = §mw232 .
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und benutzen Sie die Substitution

Schlielen Sie daraus, dass

qg .
Yy = 202 Sln2(<P/2) )

um eine Parameterdarstellung der gesuchten Kurve zu finden. (2P)

b*) Zeigen Sie, dass sich der Pendelkorper auf der benétigten Kurve bewegt, wenn die
Fiihrungslinie (zp, yr) die Form einer Zykloide besitzt, d.h. fiir

zp(p) = Rlp —sing) , yp(p) =C—R(1 —cosp)  mit —7 << +m;
dabei gibt ¢ die Fadenldnge an. Wie muss der Parameter R gewéhlt werden?

c*) Stellen sie schlielich die Lagrange-Funktion des Systems auf und zeigen Sie, dass s(t)
tatsdchlich eine harmonische Schwingung durchfiihrt. (+3P)



