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1) Zur Berechnung von Tangentialvektoren

Es sei

~r(ϑ, ϕ) = R

 sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ


eine Parametrisierung der Oberfläche einer Kugel vom Radius R. Zeigen Sie, dass die beiden
Vektoren

∂~r

∂ϑ
und

∂~r

∂ϕ

in fast jedem Punkt dieser Oberfläche den Tangentialraum an die Kugel aufspannen. Wieso
nur in “fast jedem” Punkt? (2P)

2) Aus der Analysis: Extrema mit Nebenbedingungen

a) Es sei g : Rn → R eine differenzierbare Funktion. Gesucht werden die Extrema, die diese
Funktion auf der Menge

M = {x ∈ Rn | Fα(x) = 0 ;α = 1, . . . , s}

annimmt, wobei auch die s voneinander unabhängigen Funktionen Fα : Rn → R differen-
zierbar sind (α = 1, . . . , s; s ≤ n). Erklären Sie, warum diese Extrema aus der Bedingung

∇g =
s∑

α=1

λα∇Fα

zu bestimmen sind, wobei λα ∈ R.

b) Sei nun

g(x, y, z) = x+
1

2
y2 +

1

9
z3 .

Wenn man die Argumente von g auf den Ellipsoiden

x2

2
+
y2

4
+
z2

6
− 1 = 0

einschränkt, wo liegen dann Extremalpunkte von g? (3P)



3) Das ebene Pendel

Eine Punktmasse m ist an einem Faden der Länge ` im Schwerefeld der Erde aufgehängt, so
dass sie ebene Schwingungen mit dem Auslenkwinkel ϑ = ϑ(t) ausführen kann.

a) Zeigen Sie durch Projektion der Newtonschen Bewegungsgleichung des Massenpunktes auf
die Tangente an den “Bewegungskreis”, dass die Bewegungsgleichung für den Auslenkwinkel
durch

ϑ̈+
g

`
sinϑ = 0

gegeben wird. (Diese Gleichung soll analytisch, nicht graphisch hergeleitet werden!)

b) Lösen Sie diese Bewegungsgleichung in linearer Näherung, d.h. für kleine Auslenkwinkel,
mit der Anfangsbedingung ϑ(0) = ϑ0, ϑ̇(0) = 0. Was ist die Dauer einer Schwingungsperiode
in dieser Näherung? (2P)

4) Schwingungsdauer des mathematischen Pendels

a) Betrachten Sie noch einmal ein mathematisches Pendel, das der in Aufgabe 3) hergeleiteten
Bewegungsgleichung

ϑ̈+
g

`
sinϑ = 0

gehorcht. Zeigen Sie, dass
1

2
ϑ̇2 =

g

`
(cosϑ− cosϑ0) ,

wobei ϑ0 den maximalen Auslenkwinkel bezeichnet.

b) Folgern Sie, dass

t− t0 =

√
`

4g

∫ ϑ(t)

0

dϑ′√
sin2(ϑ0/2)− sin2(ϑ′/2)

,

wobei ϑ(t0) = 0 angenommen wird.

c) Führen Sie nun mit Hilfe der Substitution

sin(ϑ/2) = sin(ϑ0/2) sinψ

eine neue Variable ψ ein und zeigen Sie, dass damit die Schwingungsdauer des Pendels ohne
Näherung durch

T = 4

√
`

g

∫ π/2

0

dψ′√
1− sin2(ϑ0/2) sin2 ψ′

ausgedrückt werden kann. (Wird fortgesetzt!) (3P)


