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24) Zum Verschwinden der Wirmekapazitit fiir 7 — 0

Aus Aufgabe 22) ist bekannt, dass die Wérmekapazitit eines Systems von N quanten-
mechanischen harmonischen Oszillatoren mit identischer Oszillatorfrequenz w durch

Cv(T) = Nk ( w )2 ( kT
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beschrieben wird, wogegen die temperaturunabhéngige Warmekapazitit des korrespondie-
renden klassischen Systems durch
C«klass. o NkB
s —

gegeben ist.

Zeigen Sie, dass die Fliche, die fiir Temperaturen 0 < kgT'/(hiw) < 0o von den Graphen der
klassischen und der quantenmechanischen Warmekapazitiat eingeschlossen wird, genau der
Nullpunktsenergie des Ostzillatorsystems entspricht, so dass das Verschwinden der Warme-
kapazitat fiir T'— 0 als ein ,echter Quanteneffekt“ aufgefasst werden muss. (2P)

25) Zur kanonischen Dichtematrix des harmonischen Oszillators

In der Vorlesung wurden die Matrixelemente von e ## fiir einen harmonischen Oszillator in
der Ortsdarstellung angegeben:
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X exp (—E [(¢+ ¢)? tanh(Bhw/2) + (¢ — ¢')? coth(ﬁhw/Q)]) .

Berechnen Sie mit Hilfe dieses Ausdrucks die thermisch-quantenmechanischen Erwartungs-
werte der potentiellen und der kinetischen Energie des Oszillators, also (%mw2q2> und
(p?/(2m)). Was fiillt Thnen auf? Ist Thr Ergebnis fiir die Gesamtenergie vertriglich mit dem
Resultat von Aufgabe 22 a) ? (3P)

Hinweis: Verwenden Sie die Matrixelemente

(le’la) =q*0(g—q) wnd  (glp’|d) =d(g—q) (7}2) .



26) Rotationsbeitrag zur spezifischen Wirmekapazitit von Hantelmolekiilen

a) Behandeln Sie ein zweiatomiges heteronukleares Molekiil zunédchst als klassische Han-
tel mit Tragheitsmoment I. Die Winkel ¥ und ¢ legen wie iiblich in Kugelkoordinaten
die Orientierung des Molekiils fest; py und p, seien die kanonisch konjugierten Dreh-
impulskomponenten. Die Rotationsenergie des Molekiils lautet damit

E(rot) — p_129 pi
21 2Isin*(9)

Berechnen Sie die klassische mittlere Energie (E) sowie den Beitrag O(E®Y) /0T der
Rotationen zur spezifischen molekularen Warmekapazitéit im kanonischen Ensemble.

b) Die quantenmechanischen Energieeigenwerte des (heteronuklearen!) rotierenden Hantel-
molekiils lauten

R+ 1)
20
wobei h2(({+1) die Eigenwerte des Quadrats des Drehimpulsoperators bezeichnet. Ein solcher
Eigenwert zur Drehimpulsquantenzahl ¢ ist (2¢ + 1)-fach entartet. Benutzen Sie die Euler-
MacLaurin-Formel
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um fiir groffe Temperaturen zunéchst die kanonische Zustandssumme und daraus die quan-
tenmechanische mittlere Rotationsenergie sowie deren Beitrag zur spezifischen Wérme-
kapazitit ndherungsweise zu berechnen. Wie lautet jeweils die ,,fithrende Quantenkorrektur®,
d.h. der wichtigste Term der Differenz aus klassisch und quantenmechanisch berechneten
Grofen? (4P)

Hinweis: Benotigt wird eine Entwicklung der Zustandssumme nach Potenzen des Parameters
a = h?/(2IkgT). Fiir das HCl-Molekiil hat man a ~ 1/20 bei T' = 300 K.

27) Zum Einfluss von Randbedingungen

Fiir ein freies Quantenteilchen, das sich in einem Volumen V = L3 mit periodischen Rand-
bedingungen bewegt, gilt bekanntlich

%; £(7) ~ (2711')3 /d3k (7).

Hierbei lduft die Summe auf der linken Seite iiber alle diejenigen lg, die mit den periodischen
Randbedingungen vertraglich sind; f ist eine hinreichend glatte Funktion.

Zeigen Sie, dass die obige Vorschrift fiir die Umwandlung einer Summe in ein Integral auch
dann richtig ist, wenn die periodischen Randbedingungen durch Dirichlet-Randbedingungen
ersetzt werden, d.h. wenn die Wellenfunktionen am Rand von V' verschwinden. (1P)



