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5) Noch einmal: Welches Phasenraumvolumen besetzt ein Zustand?

Ein quantenmechanisches Teilchen der Masse m bewege sich in dem eindimensionalen
,,Dreieckspotential“
ax , x>0

V(w:{%—oo , <0,

wobei die Konstante a positiv ist.

a) Wie lauten seine exakten Energieeigenwerte F,? Welche Néherung erhilt man fiir grofie
Quantenzahlen n ?

Hinweise: Die Fundamentallosungen Ai(z) und Bi(z) der Airyschen Differentialgleichung
V" (z) — z1(z) = 0 verhalten sich fiir grofie positive z wie folgt:
1
Ai(z) ~ §7T_1/22_1/4 exp(—22%/%/3)
Bi(z) ~ 7w Y2z Y4exp(+22%2/3) .

Die Nullstellen z, (n =1,2,3,... ) von Ai besitzen die Darstellung z, = —f (3 (n — 1/4))
mit

D 5 77125
2By 222 6 _ :
J(z)~ 2 ( TR T3 Tsaom” ) ’
die ersten drei Nullstellen sind (siche Abramowitz/Stegun; Table 10.13)
21 = —2.33810741
29 = —4.08794944
z3 = —5.52055983 .

b) Berechnen Sie die Energiecigenwerte in semiklassischer Niaherung mit Hilfe der Bohr—
Sommerfeld-Regel

]{pdq =2mh(n —1/4) .

c¢) Geben Sie fiir die drei niedrigsten Eigenwerte den relativen Fehler der , Bohr-Sommerfeld-
Quantisierung® an. (3P)



6) Ideales Gas im Schwerefeld als mikrokanonisches Ensemble

Gegeben sei eine sehr groflie Zahl N von nichtwechselwirkenden klassischen Teilchen der
Masse m, die sich im Schwerefeld der Erde befinden und in einem (nach oben unendlich
ausgedehnten) Zylinder mit der Querschnittsfliche A eingesperrt sein sollen. Die Hamilton-
funktion des Systems innerhalb des Zylinders lautet also

N5
H:Z <ﬁ—|—mgzi) :
=1

Berechnen Sie fiir gegebene Gesamtenergie £ das Phasenraumvolumen sowie die mikro-
kanonische Entropie S = In (2 des Systems und zeigen Sie, dass diese Grofle extensiv ist.

Hinweise: Zerlegen Sie die Gesamtenergie E in einen kinetischen Anteil € sowie einen po-
tentiellen Anteil £ — ¢ und berechnen Sie das Phasenraumvolumen zunéchst fiir belie-
biges . Bestimmen Sie dann dasjenige e, fiir welches die Entropie maximal wird, und
nehmen Sie an, dass dadurch bereits alle statistisch relevanten Zustdnde ausgeschopft

werden (,, Maximumsndherung“). — Das Volumen des n-dimensionalen ,, Einheitssimplex*
{0 2 <15 x; > 0} ist 1/n!, wie durch Induktion (Prinzip von Cavalieri!) sofort zu
erkennen ist. (3P)

7) Mikrozusténde fiir ein Urnenmodell

N schwarze und N weifle Kugeln wurden zuféllig auf zwei nebeneinanderstehende Glasurnen
verteilt. Ein Makrozustand dieses Systems wird charakterisiert durch die Angabe der Zahl &,
der schwarzen und der Zahl ks der weilen Kugeln in der linken Urne, ein Mikrozustand
dagegen durch die Angabe, welche Kugeln sich in der linken Urne befinden.

a) Wieviele Mikrozustdande Q(ky, k2) gehoren zu einem Makrozustand? Wie groff ist die
Gesamtzahl (), aller Mikrozustande?

b) Wie grof} ist die Entropie In (e des Systems? — Betrachten Sie die Konfiguration mit
der grofiten Zahl €,,.,. an Realisierungen und berechnen Sie In €2, mit Hilfe der iiblichen
Stirling-Naherung. Was féllt [hnen auf?

c) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System genau in dem Makrozustand
mit der maximalen Zahl von Mikrozustédnden anzutreffen, fiir groe N verschwindet. (2P)
8) Von der Binomial- zur Gauflverteilung

a) Zeigen Sie fiir grofe N und || < N/2 die Giiltigkeit der Néherung

exp (— 26°/N) .

(1)
T+0 21 N/4

b) Betrachten Sie noch einmal das Urnenmodell aus Aufgabe 7. Zeigen Sie, dass es praktisch
sicher ist, dass weder k; noch ko um mehr als einen beliebig kleinen Bruchteil » von ihrem
Erwartungswert N/2 abweichen, sofern N hinreichend grof ist. (2P)



