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1) Das Volumen n-dimensionaler Kugeln

a) Das Volumen V,,(R) einer n-dimensionalen Kugel vom Radius R besitzt die Form

Vo(R) = / d"zr = a(n)R";
0<37 w7 <R?

in Kugelkoordinaten erhilt man daher das Volumenelement dV,(R) = na(n)R"'dR =
S(n)R"1dR. Dabei bezeichnet «(n) das Volumen und S(n) = na(n) die Oberfliche der
n-dimensionalen Einheitskugel. Berechnen Sie a(n) mit Hilfe der bekannten Beziehung
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b) Fiir sehr groBe Dimension n darf man das Volumen einer Kugelschale mit Auflenradius R
und Innenradius R — 6 R durch das Volumen einer Vollkugel vom Radius R ersetzen. Wie
grof ist der relative Fehler dieser Approximation fir 6R/R = 1/1000 sowie n = 10, 100,
1000, 10, 10° und 10° ? (2P)

2) Die Stirlingsche Formel und ihre Giite
a) Die Gammafunktion
I(z) = / dt 1ot (1)
0

erfiillt bekanntlich die Funktionalgleichung I'(z + 1) = zI'(2). Folgern Sie daraus fiir ihre
logarithmische Ableitung ¢(z) = < InI'(z) die Beziehung
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b) Gehen Sie aus von dem Ansatz
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und bestimmen Sie die Koeffizienten a; fiir i = 1,...,4. Schlielen Sie daraus
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wobel der Wert der Konstanten C' hier noch offen bleibt.

¢) Nédhern Sie das Integral (1) fiir reelles, grofies z (— warum muss z grof} sein? —) durch
ein GauBlintegral und bestimmen Sie so die Konstante C.

d) Priifen Sie die Giite der Approximation (2) zunéchst fiir z = 10: Wie verbessert sich die
Approximation, wenn man neben dem fithrenden Term sukzessive weitere Terme beriick-

sichtigt? — In der Statistischen Physik verwendet man dagegen fast immer die einfache
Néherung InT'(2) = z(Inz — 1) + O(In z). Wie grof ist der relative Fehler dieser Ndherung
fiir z =6-10% 7 (4P)

3) Zur Bohr—Sommerfeld-Quantisierung

a) Berechnen Sie fiir ein klassisches Teilchen in einem , Potentialkasten® der Lénge L bzw.
im Potential eines harmonischen Oszillators mit der Kreisfrequenz w das Wirkungsintegral
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und driicken Sie in beiden Féllen die Energie E des Teilchens durch diese Wirkung aus.
Betrachten Sie dann die Energieeigenwerte FE, fiir quantenmechanische Teilchen gleicher
Masse in den gleichen Potentialen. Was fallt Thnen auf?

b) Welche FlichengréBe in der klassischen Phasenebene konnte man aufgrund der Uber-
legungen aus a) einem quantenmechanischen Zustand zuordnen? (2P)

4) Von der Binomial- zur Poissonverteilung

a) Ein radioaktives Priaparat bestehe aus N Atomen, von denen jedes mit einer Wahrschein-
lichkeit ¢ wihrend eines bestimmten Zeitintervalles zerfallen kann. Weiter sei X diejenige
ZufallsgroBe, die die Anzahl der Zerfille in diesem Intervall angibt, und P(X = k) sei die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau k Zerfille stattfinden. Begriinden Sie die Formel

P(X = k) = <]Z) ¢ (1— gV "

und berechnen Sie den Erwartungswert sowie die Varianz von X.

b) In praktisch wichtigen Fillen wird die Zahl N der Atome sehr grof, die Wahrscheinlich-
keit ¢ fiir den Zerfall eines bestimmten Atoms jedoch sehr klein. Betrachten Sie daher den
Grenzfall N — oo, ¢ — 0, wobei das Produkt Ng = A konstant gehalten wird, und zeigen
Sie, dass dann die Zufallsgroﬁe X fiir nicht zu grofle k durch eine andere Zufallsgrofie Y
approximiert werden kann, die der Verteilung

gehorcht. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y (2P)



