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Irrtum verldsst uns nie; doch ziehet ein héher Bediirfnis

Immer den strebenden Geist leise zur Wahrheit hinan.

Johann Wolfgang von Goethe: Vier Jahreszeiten, Vers 52
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Statt eines Vorwortes

Dieses Skriptum entstand — vielmehr: es entsteht immer noch! — aus Vorlesungen iiber Statistische
Physik, die ich fiir Physikstudentinnen und -studenten an der Carl von Ossietzky Universitit Olden-
burg gehalten habe und halte. Es teilt die Unvollkommenheiten vieler Vorlesungsmitschriften: Es ist
unvollstindig, d.h. es deckt nicht den gesamten Lehrstoff ab, den man mit seiner Uberschrift verbinden
kann; es ist unausgewogen und spiegelt in seiner Stoffauswahl zu einem erheblichen Teil die Vorlieben
des Dozenten wider; es ist unverschimt, weil verschiedene Kapitel mehr oder weniger unverfroren aus
den Werken kundigerer Autoren abgeschrieben wurden; die Notation ist (noch) inkonsistent und wird
nicht im ganzen Skript einheitlich durchgehalten ... kurz, man muss es nicht unbedingt lesen.

Andererseits — und das mag seine Lektiire dann doch rechtfertigen — besitzt es vielleicht auch gute
Seiten. Fiir die Horer dieser Vorlesungen ist es sicher eine Beruhigung, bei der Nacharbeitung nicht
unbedingt auf eine hastig hingekritzelte Tafelabschrift angewiesen zu sein, sondern wesentliche Ge-
dankengénge und dazu notige formale mathematische Argumente sauber fixiert zu finden. In der Tat
besteht eines der Ziele dieses Skriptes darin, die Horer zu ermutigen, wihrend der Vorlesung nur noch
wenig, vielleicht sogar gar nichts mitzuschreiben und sich stattdessen voll auf die Sache selbst zu kon-
zentrieren. Wer nicht verzweifelt versuchen muss, Kreidehieroglyphen vor ihrer drohenden Ausléschung
moglichst vollstdndig zu kopieren, kann eher dem roten Gedankenfaden folgen, vielleicht sogar bemer-
ken, dass dieser hier und da nicht vollig korrekt abgewickelt wird und den Herrn Professor mit einer
diesbeziiglichen Frage in Verlegenheit bringen — sollte ein solches Wechselspiel angestoften werden
konnen, gehorte e-learning bald der Vergangenheit an. Allein schon diese Aussicht rechtfertigt den
Aufwand.

Ein grofer Reiz dieses Projektes besteht zudem darin, dass es — KTEX 22 sei Dank! — fortlaufend
verbessert werden kann. Die hier vorliegende Version ist noch lange nicht das Endprodukt — ich &rgere
mich immer noch iiber das fehlerhafte Argument, das ich blindlings aus dem Buch von ... iibernommen
habe und das lediglich mit schwerem Formelgeschiitz eine logische Inkonsistenz zu {iberténen trachet,
und ich bin iiberzeugt, dass selbst viele ,einfache* Zusammenhinge noch erheblich klarer ausgedriickt
werden kénnen und daher auch miissen. Statistische Physik gilt als schwierig, aber vielleicht ist es
richtiger, sie als reich zu bezeichnen — sie spannt sehr weite gedankliche Bogen, benttigt Eingaben
aus sehr verschiedenen Teilgebieten der Physik und liefert Aussagen von bestechender Klarheit und
Allgemeinheit. Es sind vielleicht nicht zuletzt dieses Reichsein und die Notwendigkeit, sich auf meh-
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iv STATT EINES VORWORTES

reren Gedankenebenen zugleich zu bewegen und scheinbar weit auseinanderliegende Einzeltatsachen
richtig zusammenzufiigen, die bei der erstmaligen Auseinandersetzung damit Unbehagen verursachen
mogen. Man kann Statistische Physik nicht lernen wie etwa eine Programmiersprache; man muss sich
darauf einlassen. Bei diesem Ringen um Einsicht kann eine klare Darstellung, selbst wenn sie subjektiv

vorgeprigt ist, enorme Hilfestellung leisten.

Allerdings kann das Lesen dieses Skriptes das Studium eines richtigen Lehrbuches zur Statistischen
Physik nicht ersetzen. Hier muss unbedingt auf den groffartigen Band V des Lehrbuches der Theore-
tischen Physik von Landau und Lifshitz hingewiesen werden: Wer sich die Zeit nimmt, dieses Buch
wirklich zu lesen, sich wirklich darauf einzulassen, wird auch wirklich bereichert werden. Und wenn
sich diese Bereicherung nicht sofort einstellen will: Nicht verzagen. An dem Gedankengebiude der
Statistischen Physik haben einige der exzellentesten Kopfe der Menschheitsgeschichte gezimmert, und
selbst die haben einige Zeit dafiir benotigt.

Man wird die Statistische Physik schlieflich kaum durch reines Literaturstudium erlernen kénnen; der
selbstéindigen Auseinandersetzung mit Beispielproblemen — dem selbstiindigen Losen von Ubungsauf-
gaben — kommt auch hier grofie Bedeutung zu. Das vorliegende Skript kann wohl nur dann sinnvoll
genutzt werden, wenn parallel zu seiner Lektiire die darauf abgestimmten, w6chentlich ausgeteilten
Ubungsaufgaben bearbeitet werden; einige der Aussagen, zu deren Verdeutlichung die Ubungen dienen,
werden an zentralen Stellen des Gedankenganges Verwendung finden. Leider werde ich diese Ubungs-
aufgaben erst nach meiner Pensionierung in den Text einweben kénnen — ich hege den Verdacht, dass
Ihr sie andernfalls einfach abschreiben wiirdet.

Statistische Physik ist eine intellektuelle Herausforderung; sich mit ihr zu beschéftigen lohnt schon um

ihrer selbst willen. Um noch einmal unseren Dichterfiirsten zu Worte kommen zu lassen: !

Was du ererbt von deinen Vitern hast,
Erwirb es, um es zu besitzen.

Trefflicher kann man es nicht ausdriicken. Aber man kann es noch ergénzen durch den Wahlspruch
David Hilberts, mit dem er seine auf Schallplatte festgehaltene Festrede bei der Verleihung der Ehren-
biirgerrechte Konigsbergs im Jahre 1930 abschloss: 2

Wir miissen wissen. Wir werden wissen.

1Johann Wolfgang von Goethe: Faust I, Vers 682f. Darf natiirlich nicht fehlen!

2Dieses Lebensmotto, das sogar auf Hilberts Grabstein eingemeifielt ist, ist ganz offensichtlich eine bewusste Abkehr
von dem pessimistischen ,,Ignoramus et ignorabimus* des Physiologen Emil Heinrich du Bois-Reymond, der diese Worte
erstmals 1872 in einem Vortrag ,, Uber die Grenzen der Naturerkenntnis® auf der Versammlung der Gesellschaft Deutscher
Naturforscher und Arzte (GDNA) in Leipzig gedufert hatte.



Die Hauptsatze der Thermodynamik

Die folgende Zusammenstellung der Grundtatsachen der Gleichgewichts-Thermodynamik soll lediglich
der Erinnerung dienen. Wéhrend diese Hauptsitze im Rahmen der Thermodynamik axiomatisch for-

muliert wurden, werden sie in der Statistischen Physik aus nur wenigen Voraussetzungen erschlossen.

Nullter Hauptsatz

Fiir jedes thermodynamische System existiert eine skalare Zustandsgrofie, die Temperatur
genannt wird. Die Gleichheit der Temperaturen zweier Systeme ist eine notwendige Vor-
aussetzung flir deren thermisches Gleichgewicht. Zwei Systeme, die sich im thermischen
Gleichgewicht mit einem dritten System befinden, sind auch untereinander im thermischen

Gleichgewicht, haben also die gleiche Temperatur.
Erster Hauptsatz

Jedes thermodynamische System besitzt eine fiir dasselbe charakteristische Zustandsgrofe,
die Energie. Bei Energiezufuhr von auffen (in Form von mechanischer oder anderer Arbeit
oder Warme) findet eine solche Zustandséinderung statt, dafs die Summe der zugefiihrten
Energien genau der Zunahme der Systemenergie entspricht. Fiir ein isoliertes System gilt

der Energieerhaltungssatz.
Zweiter Hauptsatz — Formulierung nach Thomson

Es gibt keine thermodynamische Zustandsénderung, deren einzige Wirkung darin besteht,
dafs eine Warmemenge einem Wirmespeicher entzogen und vollsténdig in Arbeit umgesetzt

wird.
Zweiter Hauptsatz — Formulierung nach Clausius

Es gibt keine thermodynamische Zustandsédnderung, deren einzige Wirkung darin besteht,
dafs eine Wiarmemenge einem kélteren Wirmespeicher entzogen und an einen wirmeren

abgegeben wird.
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Zweiter Hauptsatz — Formulierung nach Sommerfeld

Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgrofe, Entropie genannt. Man be-
rechnet sie, indem man das System aus einem willkiirlich gewahlten Anfangszustand in den
jeweiligen Zustand des Systems durch eine Folge von Gleichgewichtszustinden iiberfiihrt,
die hierbei schrittweise zugefithrte Wiarme d@ bestimmt, letztere durch die erst bei dieser
Gelegenheit zu definierende ,absolute Temperatur T dividiert und sémtliche Quotienten

summiert.

Bei den wirklichen (nicht ideellen) Vorgéngen nimmt die Entropie eines nach aufsen isolier-

ten Systems zu.
Dritter Hauptsatz

Die Entropie eines ungemischten kondensierten Stoffes im thermodynamischen Gleichge-

wicht ist am absoluten Nullpunkt eine universelle Konstante, die Null ist.
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Kapitel 1

Klassische Statistische Mechanik

Makroskopische Stoffportionen bestehen stets aus einer sehr grofsen Anzahl von Teilchen: So besteht
1 mol eines idealen Gases (entsprechend einem Volumen von 22.41383 ¢ bei Normalbedingungen) aus
N4 = 6.022045-10%3 Atomen oder Molekiilen. Wenn man diese Teilchen klassisch auffafst und im Sinne
der Hamiltonschen Mechanik behandeln will, dann ist es weder mdéglich noch sinnvoll, den “Mikrozu-
stand” (d.h. die Gesamtheit aller Teilchenorte und -impulse) zu irgendeinem Zeitpunkt anzugeben:
Weder kann man die benétigten Anfangswerte messen oder speichern, noch kann man sie numerisch
verarbeiten.

Stattdessen wird ein makroskopisches System durch Zustandsvariablen wie Temperatur 7', Druck p,

Volumen V' usw. beschrieben. Diese Grofen sind nicht alle unabhéingig voneinander, sondern werden
durch Zustandsgleichungen miteinander verbunden. Das bekannte Gesetz fiir ideale Gase, vRT = pV/,

ist ein Beispiel dafiir.

e Thermodynamik ist eine allgemeine Theorie makroskopischer Systeme, ihrer Beschreibung durch

Zustandsvariablen und der moglichen Zustandsénderungen. Sie geht aus von Erfahrungstatsa-
chen, den sogenannten Hauptsitzen, die als Axiome vorangestellt werden.

e Statistische Mechanik geht dagegen iiber die ph&nomenologische Ebene hinaus und untersucht

auch die den Makrosystemen entsprechenden Mikrosysteme; ihre Aufgabe ist insbesondere die

Berechnung makroskopischer Systemeigenschaften aus den mikroskopischen Wechselwirkungen.

I.1 Thermodynamische Systeme und Verteilungsfunktionen

Unter einem thermodynamischen System versteht man einen eigensténdigen, hinreichend grofien Teil

des Universums, der theoretisch (d.h. durch Angabe einer im Prinzip durchfiihrbaren Vorschrift) vom

“Rest der Welt” abgetrennt werden kann. (Beispiel: Eine Gasportion, die in einem Zylinder eingesperrt
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2 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

ist und durch ihre Expansion einen Kolben bewegen kann.) Zu seiner Beschreibung gehort auch die
Angabe von Randbedingungen (z.B. die Angabe, ob das System thermisch isoliert ist). Was “von aufen”

auf das System einwirkt, wird als “Einfluf der Umgebung” zusammengefafit. Ein System heift?

e abgeschlossen, wenn es keine Materie mit seiner Umgebung austauscht;
e isoliert, wenn es weder Materie noch Energie mit seiner Umgebung austauscht;

e offen, sonst.

Ein System wird durch Angabe von geeigneten Zustandsvariablen beschrieben. Eine solche Zustands-
grofe heifit “extensiv’, wenn sie der Systemgrofe proportional ist (wie etwa Volumen V', Energie E,
Teilchenzahl N, ...) und “intensiv”’, wenn sie von der Systemgrofie unabhéngig ist (Druck p, Tempe-
ratur 7', Dichte p, ...).

Im allgemeinen erreicht jedes sich selbst iiberlassene System nach Ablauf einer gewissen Relaxationszeit

einen Gleichgewichtszustand, den es spontan nicht mehr verldft. Ein solcher Gleichgewichtszustand

wird schon durch eine kleine Zahl von unabhéngigen Zustandsgréfsen beschrieben, wogegen zur genauen
Spezifizierung eines Nicht-Gleichgewichtszustandes eine erheblich grofiere Zahl von Variablen bendtigt
wird. Im folgenden wird ausschlieflich “Gleichgewichtsstatistik” behandelt werden, d.h. es werden nur

Gleichgewichtszusténde untersucht. In diesem Fall sind alle Zustandsvariablen zeitunabhéngig.

In diesem ersten Kapitel soll nun versucht werden, makroskopische Systeme, also Systeme mit 102
oder mehr Freiheitsgraden, klassisch zu beschreiben. Tatséchlich wird sich spéter zeigen, dafs typische
quantenmechanische Effekte in Gasen bei Normaldruck und nicht zu tiefen Temperaturen praktisch
vernachlassigbar sind; ein genaues Kriterium fiir die Giiltigkeit der resultierenden klassischen Statistik
(sowie die “Quantenstatistik”, die benotigt wird, wenn dieses Kriterium nicht erfiillt ist!) wird im zwei-
ten Kapitel entwickelt werden. Doch der Leser sei gewarnt: Auch die nun zu formulierende “klassische”

Statistik wird nicht ganz ohne 7 auskommen!

Ein Gas mit N > 1 Teilchen, die als Massenpunkte aufgefafst werden, wird also beschrieben durch
einen “Punkt” (g,p) in einem 6 N—dimensionalen Phasenraum I', der von allen Orten und Impulsen

aufgespannt wird:

(Q;P):(F17~'~7FN,51,'~'7]3'N)~ (I].)

Das Verhalten des Systems im Laufe der Zeit, also seine Phasenraumtrajektorie, kann “im Prinzip”

berechnet werden, wenn die Hamiltonfunktion H (g, p) bekannt ist.

Ein solches Vorgehen ist jedoch fiir die sehr groften NV, die hier von Interesse sind, nicht praktikabel.
Statt eine Systemtrajektorie im Phasenraum in der Zeit zu verfolgen, macht die Statistische Physik

Wabhrscheinlichkeitsaussagen tiber den Mikrozustand: Ein- und derselbe Makrozustand (beschrieben

IDie hier benutste Nomenklatur ist nicht durchweg iiblich. Von anderen Autoren wird ein System als offen bezeichnet,
wenn es in irgendeiner Weise mit seiner Umgebung wechselwirkt, sonst als abgeschlossen.
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durch Druck p, Temperatur 7', Volumen V, ...) kann offensichtlich durch eine sehr grofe Zahl von Mi-
krozustinden (beschrieben durch Phasenraumpunkte (g, p)) realisiert werden. Kénnte man zu gegebe-
nem Makrozustand den Mikrozustand messen, wiirde das Resultat (bei stets gleichem Makrozustand!)
von Messung zu Messung variieren. Repréasentiert man die Gesamtheit aller Mikrozusténde, die mit
dem vorliegenden Makrozustand “vertraglich” (kompatibel) sind, durch die zugehorigen Phasenraum-
punkte (g, p), entsteht eine “Punktwolke” im Phasenraum. Auf diese Weise betrachtet man anstelle des
einen, tatsichlich vorhandenen Systems eine sehr grofie Zahl makroskopisch identischer Kopien dieses
Systems, die seine verschiedenen mikroskopischen Realisierungsmoglichkeiten widerspiegeln. Das Er-
gebnis einer solchen Gedankenkonstruktion, also eine grofse Zahl von makroskopisch identischen Kopien
des Ausgangssystems, bezeichnet man als statistische Gesamtheit oder Ensemble.

Die mathematische Prézisierung der Idee der Punktwolke fiihrt zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte
im Phasenraum: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dat der Mikrozustand (Phasenraumpunkt) zu einem
Zeitpunkt ¢y im Volumenelement d®¥¢d?Np um (q,p) angetroffen wird, besitzt die Form

dw(q,p) = o(q,p) d*Nqd*Vp . (12)

Die hier auftauchende Wahrscheinlichkeitsdichte o(q, p) wird auch als Verteilungsfunktion bezeichnet;

sie entspricht der lokalen Dichte der Punkte in der Wolke. Sie besitzt offenbar folgende Eigenschaften:

1. / olg,p)d*Nqd* p=1, (13)

denn irgendwo im Phasenraum mufs der Mikrozustand des betrachteten Systems ja angetroffen

werden.

2. Der statistische Erwartungswert einer klassischen Observablen A(q, p) ist

(4) =/A(q,p) olq,p) d*Nqd*Vp; (14)

im Gleichgewichtszustand, wenn (g, p) nicht mehr von der Zeit abhéngt, ist auch (A) zeitunab-
héngig.

3. Ein Nicht-Gleichgewichtszustand wird beschrieben durch eine explizit zeitabhingige Verteilungs-
funktion o(q, p,t); diese gehorcht der aus der Mechanik bekannten Liouville-Gleichung;:

d 0
&Q—&Q‘F{Q,H}—O- (L.5)

Im Gleichgewicht ist o/t = 0 und daher auch {o, H} = 0: Die Verteilungsfunktion p vertauscht
mit H, ist also eine Erhaltungsgrofse.

Die erste Eigenschaft legt lediglich die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte fest. Die zweite Ei-
genschaft bringt einen der Grundgedanken der Ensemble-Konstruktion zum Ausdruck: “Eigentlich” ist
man am Zeitmittel (A); der Eigenschaften eines Systems interessiert, berechnet aber stattdessen ein
Ensemblemittel (A)g,s. = (A), indem man bei festem Zeitpunkt ¢ tiber eine “Schar” makroskopisch
identischer Systeme mittelt. Die implizit zugrundegelegte Annahme
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“Zeitmittel = Scharmittel”

wird als “Ergodenhypothese” bezeichnet. Die dritte Eigenschaft ist eine Konsequenz der Invarianz des
Phasenraumvolumens unter kanonischen Transformationen, also auch unter der Zeitentwicklung; sie
bedeutet, daf die Dichte der Punktwolke in der Umgebung eines gegebenen, mit dem Hamiltonschen
Fluf durch den Phasenraum wandernden Punktes konstant bleibt. Die Charakterisierung des Gleich-
gewichtes durch das Verschwinden der Poissonklammer {o, H} deutet an, daf die Verteilungsfunktion

im Gleichgewicht eine Funktion der Energie sein wird:

o(q,p) = f(H(q,p)) - (1.6)

Um nun die Verteilungsfunktion o(q,p) angeben zu koénnen, muf das statistische Ensemble genauer
spezifiziert werden. Hier wird zun#chst ein isoliertes System betrachtet, dessen Energie £, Volumen V'
und Teilchenzahl N wegen der Isolation im Laufe der Zeit konstant bleiben; diese Eigenschaft iibertrigt
sich dann auf alle Ensemblemitglieder. Die Gesamtheit aller Mikrozusténde, die mit den vorgegebenen
Werten von E, V, N des Makrozustandes vertraglich sind, heifst mikrokanonisches Ensemble.

Die mikrokanonisch zuléssigen Phasenraumpunkte liegen also auf der “Energiemannigfaltigkeit” M =
{(¢,p)| H(¢,p) = E}. Da es keinen Grund gibt, einen Punkt auf dieser Mannigfaltigkeit vor ande-
ren auszuzeichnen, sollten alle Punkte darauf die gleiche a priori-Wahrscheinlichkeit besitzen: o(q, p)

sollte auf der Energiemannigfaltigkeit M {iberall den gleichen Wert annehmen und “aufferhalb” davon
verschwinden.

Genauer: Die Bedingung H(q,p) = E definiert eine (6N — 1)-dimensionale Hyperfliche im 6N-
dimensionalen Phasenraum I'. Eine solche Fliche besitzt jedoch das Volumenmaft Null, wird also von
einem zuféllig in den Phasenraum eingestreuten Punkt nur mit der Wahrscheinlichkeit Null getroffen.
Andererseits ist es physikalisch unmdglich, die Energie E eines Systems vollig exakt festzulegen. Aus
diesen Griinden ordnet man den erlaubten Mikrozustéinden im mikrokanonischen Ensemble anstelle
der Hyperfliche M eine “Energieschale” S mit nicht ndher spezifizierter Dicke AE zu:

S={(¢,p)|E~AE < H(q,p) < E} . L.7)

Die mikrokanonische Verteilungsfunktion fiir das Gleichgewicht, die dem Postulat der gleichen a priori-

Wahrscheinlichkeit fiir alle zugénglichen Mikrozusténde entspricht, lautet dann also

const. fir E—AE<H(q,p)<FE
o(g,;p) = { = Hap) : (L.8)

0 sonst

wobei die Konstante sofort aus der Normierung folgt:

/Q(q,p) d*Ngad®Np = const-/ d*Ngd*Np
E—-AE<H(q,p)<E

= const. QAR

= 1, (L.9)
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also const. = 1/ Q AE- Dabei ist Q Ap das Phasenraumvolumen der Energieschale, die durch die Mikro-
zustdnde mit einer Energie zwischen £ — AFE und F ausgefiillt wird.

Diese Konstruktion ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn die als Hilfsgrofe eingefiihrte “Schalendicke” AFE
keinen wesentlichen Einflufl auf das “Mak” SNIA g der Schale hat. Das ist aufgrund des Umstandes, dafs
es sich hier um eine Schale in einem sehr hochdimensionalen Raum handelt, auch tatséchlich der Fall.
Diese auch fiir konkrete Rechnungen wichtige Tatsache wird durch das folgende Beispiel verdeutlicht:

e Ein ideales (nichtwechselwirkendes) Gas von N Punktteilchen der Masse m sei in einem Volu-

men V eingesperrt. Dann lautet die Hamiltonfunktion

N =2
p; - .
H = — + H R , 1.10
(a,p) ;2m+ v (71, TN) (1.10)
wobei das “Einschluffpotential” Hy (7,...,7y) formal die Einschrinkung auf das Volumen V

beschreiben soll, d.h. es verschwindet, wenn alle Teilchenkoordinaten im Innern von V' liegen,

und wird sehr grofs, wenn eine der Teilchenkoordinaten den Rand von V erreicht. Damit ist

d3N7” dBNp

QaE /
E—-AE<H(q,p)<E

VN/ dBNp
2m(E—-AE)<Y  p2<2mE

= VNfar(E), (L.11)

wobei fag(E) das Volumen einer 3N-dimensionalen Kugelschale mit Aufenradius v2mE und
Innenradius /2m(E — AE) angibt.

Nun ist das Volumen einer Kugel vom Radius R in d Dimensionen gegeben durch
Va(R) = a(d) R? (1.12)

wobei a(d) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet (Ubungsaufgabe!):

/2
a(d) = m . (I.13)

(Probe: Fiir d = 3 erhélt man daraus

7.‘.3/2 7.‘.3/2 A
V3(R) = R = R*=_R?,

wie es sein mufs.) Das Volumen einer Kugelschale mit den Radien R und R — 0R ist daher

Va(R) — Va(R —dR)

a(d) [R? — (R — 6R)“]

d
(%)
R

a(d)R?

(L14)
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Nun kommt die Hochdimensionalitéit ins Spiel: Man hat

d
1— OB —  dIm(1—6R/R)
R

~ e WRIR (I.15)

fiir d — oo bei festgehaltener relativer Dicke 6 R/ R. Fiir sehr hochdimensionale Kugeln ist also
praktisch das gesamte Volumen in der #ufersten Schale konzentriert. Ist etwa dR/R = 1076 und
d = 10?3, findet man (1 — 0R/R)% ~ exp (—10'7) ! Dann stimmt das Volumen der Kugelschale
der Dicke 6 R praktisch mit dem Volumen der Vollkugel mit gleichem Aufenradius R {iberein.

Daher erhilt man nun fiir “thermodynamisch grofse N” in sehr guter Ndherung

3N
fAE(E) = a(3N) \% 2mE
a3N/2 3N )2
= —— (2mE) (I.16)
N ( ;
T+ )
und das Volumen des Teiles des Phasenraums I', der fiir ein mikrokanonisches ideales N-Teilchen-
Gas in einem Behélter mit dem Volumen V bei der Gesamtenergie FE zuginglich (“akzessibel”)

ist, wird faktisch von der Schalendicke AFE unabhéngig:

Q(E,V,N)
a3N/2

— VN 2 El 3N/2
T (X 1 1) (2mE)

= const. VNE3N/2 (I.17)

Qar(E,V,N)

Die geometrische Eigenschaft hochdimensionaler Korper, die fiir dieses spezielle Beispiel bewiesen

wurde, soll noch einmal in allgemeiner Form festgehalten werden:

Bei der Berechnung hochdimensionaler Phasenraumvolumina darf die mikrokanonische
Energieschale durch denjenigen Vollkorper ersetzt werden, der die gleichen Auflenabmes-

sungen besitzt wie die Schale.

“Je mehr Phasenraum” ein Makrozustand zur Verfligung hat, umso wahrscheinlicher wird sein Auftre-
ten sein. Um diese intuitiv einleuchtende Vermutung zu prézisieren, benétigt man nun eine Aussage
dariiber, wieviele Mikrozustidnde in die mikrokanonische Energieschale “passen”.

Im Rahmen der klassischen Hamiltonschen Mechanik sind Mikrozusténde beliebiger Energie moglich. In
der iibergeordneten Theorie, der Quantenmechanik, findet man dagegen diskrete Mikrozustinde, selbst
wenn davon in einem Gas unter Normalbedingungen (d.h. bei nicht zu tiefer Temperatur und nicht
zu hohem Druck) nichts mehr zu spiiren ist. Mit einem zweifachen Vorgriff auf die Quantenmechanik
kann man nun aus dem Phasenraumvolumen SNI(E, V,N), das fiir einen durch E,V, N beschriebenen
Makrozustand zugénglich ist, auf die Zahl der zugehorigen (Quanten-)Mikrozustdnde schliefen. Der
erste Vorgriff betrifft das Volumen, das einem einzigen Zustand entspricht:
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Bei hinreichend hoher Energie “belegt” jeder quantenmechanische Zustand eines Systems

mit f Freiheitsgraden ein Phasenraumvolumen der Grifie h' = (2rh)f.

Fiir ein Gas aus N Punktteilchen wird somit der Phasenraum I' in “Zellen” der Grofe A3N unterteilt;
jede Zelle entspricht einem Mikrozustand. Die {iberaus bemerkenswerte Implikation, dafs die Zellengro-
e zustands— und sogar systemunabhingig ist, wird im allgemeinen erst im “semiklassischen” Bereich
grofler Quantenzahlen (asymptotisch) richtig; wenn sie im folgenden benutzt wird, wird dadurch der
Giltigkeitsbereich der Schlufsfolgerungen auf hinreichend hohe Energien (bzw. Temperaturen) einge-
schrankt. Fiir f = 1 entspricht die obige Aussage der “Bohr—Sommerfeld-Quantisierungsregel’, mit

deren Hilfe in der “alten” Quantenmechanik (d.h. bereits vor Entdeckung der Schrodingergleichung)

Energien quantenmechanischer Zustinde ndherungsweise berechnet werden konnten:

e Fin quantenmechanisches System mit einem Freiheitsgrad lafst diejenigen Energiewerte E,, zu,
fiir die das klassische Wirkungsintegral
1
I1=— d
o pdq
einen der Werte fi(n + (,/4) annimmt, wobei n die “Quantenzahl” bezeichnet und 3, eine kleine

ganze Zahl ist.?

Demnach unterscheiden sich die Phasenraumflichen § pdg, die zwei benachbarten Zustéinden mit
Quantenzahlen n und n + 1 zuzuordnen sind, gerade um 27h, sofern (3, fest bleibt. Auch diese se-
miklassische Quantisierungsregel wird im allgemeinen erst fiir grofie n asymptotisch exakt; fiir einige
besonders einfache Systeme, wie z.B. das “Teilchen im Kasten” oder den harmonischen Oszillator,
bleibt sie sogar fiir kleine Quantenzahlen streng richtig. (Ubungsaufgabe!)

Wihrend die Existenz von Phasenraumzellen asymptotisch konstanten Volumens schon fiir Einteilchen-
Systeme gilt, erzwingen die in der Statistischen Physik betrachteten Vielteilchensysteme dariiber hinaus
die Beriicksichtigung eines weiteren “Quanteneffektes”

N -Teilchen-Konfigurationen, die sich nur durch eine Permutation identischer Teilchen un-
terscheiden, sind im Rahmen der (semi-)klassischen Statistik als nicht voneinander ver-
schieden anzusehen.

Hier wird die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen antizipiert: Eine Vertauschung
identischer Quantenteilchen liefert keinen neuen Zustand! Warum diesem Umstand sogar schon in der
“klassischen” statistischen Mechanik Rechnung getragen werden muf8, obwohl er sich im Rahmen einer

klassischen Theorie nicht weiter begriinden 1afst, wird spéter deutlich werden.

2Diese ganze Zahl 3, wird als Maslov-Index oder auch als Morse-Index bezeichnet; sie besitzt eine anschauliche
geometrische Interpretation. Mehr dariiber findet man bei M. C. Gutzwiller: Chaos in Classical and Quantum Mechanics
(Springer, New York, 1991).
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Mit diesen beiden Vorgriffen auf die Quantenmechanik kann nun aus dem geometrischen Volumen
SNI(E7 V, N) des zugénglichen Teiles des Phasenraumes fiir ein System aus N identischen Punktteilchen,
das bei vorgegebener, fester Energie E ein Volumen V einnimmt, die Zahl Q(E, V, N) der zugehdrigen
Mikrozustdnde abgeschétzt werden: Da die N Teilchen 3N Freiheitsgrade besitzen, mufs zunichst das
Volumen Q(E, V, N) durch das Volumen (27%)*N der einem einzigen Zustand zukommenden Phasen-
raumzelle dividiert werden. Weiterhin erfordert die vorausgesetzte Ununterscheidbarkeit der Teilchen
die Division des derart normierten, nunmehr dimensionslosen Phasenraumvolumens durch die Zahl der
Permutationen dieser N Teilchen, also durch N! Damit wird schlieflich

1 Q(E,V,N)

(2mh)3NV N T

1 / 3N 3N
= — d>Vqd°"p L.18
(27Th)3NN' H(q,p)<E ( )

interpretiert als die “Anzahl der akzessiblen Mikrozusténde” fiir ein isoliertes System aus N ununter-

Q(E,V,N)

scheidbaren Teilchen, das die Gesamtenergie F besitzt und das Volumen V einnimmt.

1.2 Die Entropie

Entscheidend dafiir, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein bestimmter Makrozustand auftritt, ist die
Anzahl Q) seiner mikroskopischen Realisierungen. Das ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Pos-
tulat gleicher a priori-Wahrscheinlichkeiten aller Mikrozusténde: Wenn alle Mikrozustinde mit gleicher
Wahrscheinlichkeit realisiert werden, wird sich mit grofter Wahrscheinlichkeit derjenige Makrozustand
einstellen, der die meisten Mikrozustinde auf sich vereinigt. Diese offensichtliche Tatsache ist selbst-
verstidndlich nicht an Hamiltonsche Dynamik in hochdimensionalen Phasenrdumen gebunden, wie das
folgende Beispiel belegt:

e N schwarze und N weifle Kugeln, die jeweils mit Hilfe einer kleinen Markierung von 1 bis NV
durchnumeriert worden sind, werden zufiillig auf zwei nebeneinanderstehende Glasurnen verteilt,
so dafs sich schlieflich in jeder Urne genau N Kugeln befinden. Nach Beendigung des Verteilungs-
vorgangs wird ein “Makrozustand” dieses Systems z.B. durch die Angabe der Zahl der schwarzen
Kugeln in der linken Urne charakterisiert; diese Angabe legt auch die Zahl der schwarzen Kugeln
in der anderen Urne sowie die Zahl der weiffen Kugeln in beiden Urnen fest. Das entspricht dem
Kenntnisstand eines weit entfernten Beobachters, der zwar sieht, wieviele schwarze bzw. weifse
Kugeln in den einzelnen Urnen liegen, der jedoch die Nummern auf den einzelnen Kugeln nicht
erkennen kann. Ein “Mikrozustand” ist dagegen erst dann vollstédndig spezifiziert, wenn bekannt
ist, welche schwarzen und welche weiffen Kugeln die linke Urne enthélt. Enthélt die linke Ur-
ne k schwarze Kugeln, so gibt es (]]X ) Moglichkeitern, um diese k¥ Kugeln aus den insgesamt
N schwarzen Kugeln auszuwihlen, und weiterhin ( NZX k) Moglichkeiten, um die N — k weifsen
Kugeln, die ebenfalls in der linken Urne zu finden sind, aus den NV weifen Kugeln zu “ziehen”;
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die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten fiir einen Makrozustand mit & schwarzen Kugeln in
der linken Urne ist daher offenbar

CRHIEARE

Da alle Mikrozusténde aufgrund der Zufélligkeit des Verteilungsprozesses mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit auftreten und weiterhin der Binomialkoeffizient () = (", fiir k = N/2 maximal
wird, wird man mit hoher Wahrscheinlichkeit in beiden Urnen nahezu die gleiche Anzahl schwar-

zer Kugeln antreffen.

Dieses Beispiel besitzt eine interessante informationstheoretische Deutung. Je mehr Mikrozustinde zu
einem vorgegebenen Makrozustand gehoren, desto unsicherer also der tatséchlich realisierte Mikrozu-

stand ist, umso grofer ist der Informationsgewinn, der auftritt, wenn der Mikrozustand tatséchlich

gemessen, d.h. durch einen Beobachter genau festgelegt wird. Wenn tatséchlich einmal alle N schwar-
zen Kugeln in die linke Urne fallen, gewinnt der Beobachter keine Information, wenn er sich den
Mikrozustand genau ansieht: Er weifs ja schon vorher, daf die schwarzen Kugeln in der linken Urne
die Nummern 1 bis N tragen. In den viel wahrscheinlicheren Fillen, in denen schwarze und weifie
Kugeln annahernd gleich auf beide Urnen verteilt sind, ist die Information, die beim Ablesen der auf
den einzelnen Kugeln angebrachten Nummern gewonnen werden kann, dagegen erheblich. Also noch
einmal: Je wahrscheinlicher der Makrozustand, desto unsichererer der zugehorige, tatsichlich realisierte
Mikrozustand, und desto grofer der Informationsgewinn, wenn dieser Mikrozustand tatséchlich genau
festgelegt wird.

Diese “Unsicherheit” des Mikrozustandes und damit auch der bei seiner Messung mogliche Informati-
onsgewinn wird in sehr allgemeiner Weise durch die Entropie quantifiziert. Um diesem Konzept gerecht
zu werden, wird der Entropiebegriff nun zunéchst informationstheoretisch eingefiihrt und erst danach
auf die Statistische Physik angewandst.

Ausgangspunkt dazu ist eine Menge von “Elementarereignissen”; also moglichen Ergebnissen eines Zu-
fallsexperimentes, und eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung {P; |7 = 1,2,3,...}, die dem i-ten
Elementarereignis eine Wahrscheinlichkeit P; zuordnet. Je kleiner P;, d.h. je kleiner die Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten des i-ten Elementarereignisses, umso grgfler ist der Informationsgewinn des
Experimentators, wenn er bei einer Versuchsdurchfiihrung oder Messung eben dieses Ereignis tatséch-
lich beobachtet. (Im Falle eines Miinzwurfes kann der Beobachter davon ausgehen, daf in 50% aller
Fille ein “Kopf” auftritt; das Wiirfeln mit einem ungefilschten Wiirfel wird dagegen nur in einem
Sechstel aller Fille eine “Sechs” ergeben. Wenn also bei einem Miinzwurf ein “Kopf” fillt, so ist der
Informationsgewinn deutlich kleiner als der, der dem Werfen einer “Sechs” entspricht — man erhélt im
ersten Fall ja nur die Information dariiber, welche von zwei Moglichkeiten eingetreten ist, wihrend im

zweiten Fall eine von sechs Moglichkeiten realisiert wird.)

Ein verniinftiges Maf fiir den Informationsgewinn, den das Auftreten des i-ten Elementarereignisses
mit sich bringt, ist nun die Zahl —In P;:
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1. Ist P;, = 1, d.h. tritt das Ereignis ¢o mit Sicherheit ein, so ist —In P;;, = 0. Das Eintreten eines

“sicheren Ereignisses” bedeutet keinerlei Informationsgewinn.

2. Je kleiner P;, desto grofser — In P;. Das Eintreten eines sehr unwahrscheinlichen Ereignisses be-

deutet einen sehr hohen Informationsgewinn.

3. Falls das Ereignis ¢ aus den unabhdngigen Teilereignissen 1 und 2 zusammengesetzt ist, die jeweils
die Wahrscheinlichkeit Pi(l) bzw. P¢(2) besitzen, so gilt P; = Pi(l)Pi(Q), und damit auch —In P; =
—1In Pi(l) —In Pi(2). Der Informationsgewinn beim Eintreten zweier unabhéngiger Ereignisse ergibt

sich also additiv aus den Informationsgewinnen fiir die Einzelereignisse.

Die dritte Eigenschaft, die man als eine natiirliche Forderung an ein brauchbares Informationsmafs
stellen mag, ist eine Konsequenz der Funktionalgleichung des Logarithmus; hier liegt der Grund, warum
gerade die Logarithmusfunktion zur Quantifizierung des Informationsgewinns herangezogen wurde.
Wenn man nun dieses Mafs fiir den Informationsgewinn beim Auftreten eines einzelnen Elementar-

ereignisses akzeptiert, so ist die der gesamten Verteilung {P;|i = 1,2,3,...} zuzuordnende Grofe

S=-> PP (1.20)

folglich der Erwartungswert fir den Informationsgewinn bei der “Abfrage”, welches Elementarereignis
realisiert wird; diese Grofse wird als (informationstheoretische) Entropie bezeichnet. Sie bewertet gemafs
den vorherigen Uberlegungen auch die Unsicherheit iiber den Ausgang eines Experimentes, bei dem
die moglichen Ergebnisse mit den Wahrscheinlichkeiten P; auftreten: Je grofer die Unsicherheit iiber
den Ausgang eines Experimentes vor seiner Durchfiihrung, desto grofer der Informationsgewinn, den

der tatsdchliche Ausgang dieses Experimentes mit sich bringt.

Dieses “Unsicherheitsmaf” S fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen {P; |i = 1,2,3,...} besitzt folgende
Eigenschaften:

1. Da0< P, <1,ist S>0.

2. Man hat P;In P, = 0 genau dann, wenn P; = 0 oder P; = 1: Ereignisse, die mit Sicherheit
eintreten oder mit Sicherheit nicht eintreten, tragen nicht zur Unsicherheit bei.

3. S nimmt seinen kleinsten Wert S = 0 genau dann an, wenn eine “Einpunktverteilung” vorliegt,
d.h. wenn P;, =1 fiir ein ip. In diesem Fall herrscht vollkommene Sicherheit {iber das Eintreten

des Ereignisses 7.

4. Wenn die betrachteten Ereignisse aus zwei unabhdngigen Teilereignissen zusammengesetzt sind,
die den Verteilungen {Pi(l) |i=1,2,3,...} und {Pj@) |7 =1,2,3,...} unterliegen, so ist

P ;= P(I)Pj@)

i
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilereignis ¢ vom Typ 1 und das Teilereignis j vom Typ 2 zu
beobachten. Die Entropie dieser gemeinsamen Verteilung lautet dann

S

- Z Pi’j In Pi’j
5]

_ M p@ (1, pO (2)

= Y PP (mPY +mp?)
/Lh]

_ () 1 p @)1, p@

= —E:ﬂ In P, —E:lena
4 J

W4 5 (1.21)

wobei die Normierung der Einzelverteilungen benutzt wurde, >, Pi(l) =2 Pj@) = 1. Die Entro-
pie S der gemeinsamen Verteilung unabhéngiger Teilereignisse setzt sich also additiv aus den
Entropien S und S® der einzelnen Verteilungen zusammen.

Gemaf ihrer Konstruktion ist die Entropie ein Funktional auf dem Raum der Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, d.h. sie bewertet jede Wahrscheinlichkeitsverteilung mit einer Zahl; diese Zahl wird
wahlweise als “Unsicherheit” oder “Informationsgewinn” interpretiert. Es ist nun fast offensichtlich, wie
dieses Entropiekonzept in der (semi-)klassischen Statistischen Physik eingesetzt werden kann: Jedem
moglichen Makrozustand eines thermodynamischen Systems — keineswegs nur den Gleichgewichts-
zustinden! — entspricht eine Phasenraumverteilungsfunktion o(q,p); Kenntnis dieser Funktion ist
gleichbedeutend mit der Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten P;, mit denen die einzelnen “Zellen” des
Phasenraums “besucht” werden. Das vorhin diskutierte abstrakte Experiment, dessen mogliche Ausgén-
ge gemah {P; |i=1,2,3,...} verteilt sind, entspricht hier der (hypothetischen) Messung des tatséchli-
chen Mikrozustandes; die Entropie (I.20) bewertet folglich den Grad der Unsicherheit iiber den Ausgang
dieses Experimentes, bzw. den Informationsgewinn, den die Kenntnis des tatsichlichen Mikrozustandes
nach sich ziehen wiirde. Zwar ist die Entropie zur Bewertung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, hier
also der Phasenraumverteilungsfunktion eingefiihrt worden; da aber diese Verteilungsfunktion durch
den betrachteten Makrozustand bestimmt wird, kann die Entropie auch direkt diesem Makrozustand
zugeordnet werden. Diese Ideen sind ganz allgemein anwendbar und beziehen sich keineswegs nur auf
die Verteilungsfunktion (I.8) eines mikrokanonischen Ensembles im thermischen Gleichgewicht!

Wenn man jedoch einen Gleichgewichts-Zustand betrachtet, der durch ein mikrokanonisches Ensemble
beschrieben wird, wird die Situation besonders einfach: Dann ist die Wahrscheinlichkeit P; dafiir, dafs
das System die i-te Phasenraumzelle besetzt, fiir alle akzessiblen Zellen gleich, P; = 1/ fiir alle 1,
wobei die Zahl © gemafs der semiklassischen Vorschrift (I.18) zu bestimmen ist. Man findet dann sofort

Sm.E. = - In

Q=
Q=

Q
i=1
= InQ : (1.22)



12 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Fiir einen Gleichgewichts-Makrozustand, dessen Statistik durch ein mikrokanonisches En-
semble beschrieben wird, ist die Entropie gleich dem Logarithmus aus der Zahl Q) der ak-
zessiblen Mikrozustinde.

Als erstes Beispiel fiir diesen Zusammenhang soll nun die Entropie eines klassischen idealen Gases
berechnet werden, dessen N Teilchen eine Gesamtenergie F besitzen und ein Volumen V' einnehmen.
Das Gas sei thermisch isoliert, so dafs die Voraussetzungen der mikrokanonischen Betrachtungsweise
erfiillt sind. Vorsicht: Wir betrachten hier weiterhin die informationstheoretisch eingefiihrte Grofie S ;
von der aus der Thermodynamik bekannten Entropie ist vorlaufig noch keine Rede!

e Kombiniert man das bereits in Gl. (I.17) berechnete Phasenraumvolumen mit der Normierungs-

vorschrift (I.18), erhélt man fiir die Anzahl der akzessiblen Mikrozustinde des Gases sofort

Q(E,V,N) = vy (2mE)3N/2 (1.23)
T NN T(EE 1) ’ '
also
InQ =NV + %m(wrh—@E) —lnF(N—Fl)—lnF(%—Fl) . (1.24)

Fiir die Auswertung des Logarithmus der I'-Funktion bei groffen Argumenten verwendet man die
Stirlingsche Formel in der Form (Ubungsaufgabe!)

InT'(z) =z(lnz — 1)+ O(lnx) , (I.25)
oder auch
InT(z+1) = InT'(z)+Inz
= z(lnz—-1)4+O(nx). (1.26)

Damit findet man

3 2mrmE 3N . 3N 3N
3 4dmmFE 3

Dabei resultiert das “ — NIn N + N” aus dem Faktor 1/N!, also aus der Forderung nach der
Ununterscheidbarkeit von Konfigurationen, die nur durch eine Vertauschung identischer Teil-
chen auseinander hervorgehen. Ohne diesen Term wire In ) (wegen des Auftretens von InV in
der eckigen Klammer) nicht extensiv; bei Beriicksichtigung des Ununterscheidbarkeitspostulates
ergibt sich dagegen

vV 3 dmmFE 5
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Da nun die Quotienten V/N und E/N intensiv sind, ist dieser Ausdruck proportional zu N und
daher extensiv. (Fiir N = 6-10%3 ist In N ~ 55; der Korrekturterm ist also vollig vernachliissigbar!)

Selbst in einer klassischen Theorie fiihrt somit erst die Forderung nach der Ununterscheidbarkeit glei-
cher Teilchen auf eine extensive Entropie. Aber Achtung: Dieses Beispiel zeigt natiirlich noch nicht,
daf die Teilchen eines klassischen idealen Gases prinzipiell ununterscheidbar sind, sondern lediglich,
daf die rein informationstheoretisch motivierte und bisher nicht an die Erfahrungswelt angekoppelte
GroRe S hier nur extensiv wird, wenn der Faktor 1/N! bei der Zustandszihlung beriicksichtigt wird.

Andererseits: Warum sollte sie?
Die mikrokanonische Gleichverteilung, die der Phasenraumverteilungsfunktion (I.8) entspricht, besitzt

eine wichtige Extremaleigenschaft:

Von allen diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem endlichen Ereignisraum ist

die Gleichverteilung diejenige Verteilung mit der gréfSten Entropie.

Denn: Sei  die Michtigkeit des Ereignisraumes (d.h. die Anzahl der Elementarereignis-
se) und §m_E. = In) die Entropie der Gleichverteilung. Sei weiter S die Entropie einer
beliebigen anderen Verteilung {P;|¢ = 1,2,3,...}. Dann findet man bei Ausnutzung der

Normierung dieser Verteilung

Q
Smp.—S5 = Q- <— dp lnPi>
Q 1219
- Zpian-f—ZPilnPi

Q
= Z (PQ) In(P,Q) (1.29)

Aulterdem ist

Zl—PQ )=0. (1.30)

{O |

Addition dieser beiden Gleichungen (I1.29) und (I1.30) ergibt sofort
Q
Smp. —S = ZPanPQ )+1-PRQ) . (1.31)
Nun ist die Funktion ¢g(z) = zlnz+ 1 —z fiir > 0 nicht negativ und hat ihr Minimum bei

x = 1; es gilt g(1) = 0. Daher ist §m,E, > S. Gleichheit gilt genau dann, wenn P; = 1/
fiir alle 4, d.h. fiir die Gleichverteilung

Pi:— 3 izl,...,ﬂ.
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Daher ist die Gleichverteilung diejenige Verteilung, die maximale Unsicherheit {iber das eintretende

Elementarereignis bedingt. Bei Anwendung auf ein isoliertes thermodynamisches System entsprechen
die Elementarereignisse den einzelnen Mikrozustdnden; die mikrokanonische Gleichverteilung (I.8) im-

pliziert makroskopisches Gleichgewicht. Man erhilt somit nun die folgende wichtige Aussage:

Die Entropie eines isolierten Systems wird genaw dann mazimal, wenn die Mikrozustinde

gleichverteilt sind, wenn sich also das System im Gleichgewicht befindet.

Um schlieflich auch das im Alltag beobachtete Streben eines sich selbst {iberlassenen, isolierten Sys-
tems in den Gleichgewichtszustand mit Hilfe des Entropiebegriffs diskutieren zu kénnen, sind weitere
Uberlegungen erforderlich. Hierbei spielen zwei Dinge eine wesentliche Rolle: Einserseits die Tatsache,
daf ein solches System {iiber eine “innere stochastische Dynamik” verfiigt, andererseits seine makro-
skopische Natur. Fiir die Verdeutlichung dieser Zusammenhénge leistet erneut das zu Beginn dieses

Abschnitts eingefiihrte Urnenmodell wertvolle Dienste:

e Man stelle sich vor, daft anfangs alle schwarzen Kugeln in der linken und alle weiffen Kugeln in
der rechten Urne liegen. Dann wird aus jeder Urne eine Kugel “blind” (d.h. zufillig) gezogen und
in die andere Urne gelegt, so dafs die Zahl der Kugeln in jeder Urne erhalten bleibt. Wird dieser
Schritt fortlaufend wiederholt, erhélt das System eine “stochastische Dynamik”, die schliefilich
zu einer vollstindigen Durchmischung der Kugeln fiihren wird: Das System verldft den sehr
unwahrscheinlichen Anfangszustand und nahert sich dem “Gleichgewichtszustand” an, fiir den
die Anzahl Q(N/2) der Realisierungsmoglichkeiten maximal wird.

Aus informationstheoretischer Sicht war der Anfangszustand extrem entropiearm: Q(N) = 1,
also S = 0. Der Makrozustand mit N schwarzen Kugeln in der linken Urne besitzt nur eine
einzige Realisierung; ein Beobachter, der diesen Makrozustand registriert, kann daher durch
Betrachtung des Mikrozustandes keine weitere Information mehr gewinnen, besitzt also bereits
die groftmogliche Information {iber das System. Diese Sicherheit wird durch die stochastische
Dynamik “vernichtet”, es wird “Entropie erzeugt”: Fiir den Gleichgewichtzustand, d.h. fiir & =
N/2, lautet die Zahl der Realisierungsmoglichkeiten nach Gl. (1.19)

Q(N/2 N i .32
0 = [ -
unter Verwendung der Stirlingschen Formel ergibt sich daraus
N N N
nQ(N/2) ~ 2|NInN—N-2(—In— — —
2 2 2
= 2NIn2. (1.33)

In diesem Fall gewinnt der Beobachter ein erhebliches Mafs an Information, wenn es ihm gelingt,

den Mikrozustand genau zu spezifizieren, d.h. alle Nummern der schwarzen und weiffen Kugeln
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in der linken Urne herauszufinden. (Dieser Naherungsausdruck fiir den Informationsgewinn, d.h.
fiir die Entropie S = In Q(N/2), ist sehr bemerkenswert, da In2 dem Informationsgewinn fiir die
Alternative “links oder rechts” entspricht. Fiir grofe N, fiir die die Stirling-N&herung benutzt
werden darf, ist daher der Informationsgewinn in der hier betrachteten Situation, in der sich in
jeder Urne genau N Kugeln befinden, ebenso grofs wie in dem Fall, daf jede der 2NV Kugeln zuféllig
und unabhdngig von den anderen in eine der Urnen gelegt wurde und dabei die “Nebenbedingung”,
daf jede Urne genau N Kugeln beinhalten soll, unbeachtet blieb.)

Man kann nun fiir jede der beiden Urnen eine “intensive Zustandsgrofe” einfithren, ndmlich den
jeweiligen Anteil der schwarzen Kugeln an der Gesamtzahl der Kugeln in der betrachteten Urne;
mit den vorherigen Bezeichnungen sind das die Quotienten ¢; = k/N und ¢s = (N — k)/N.
Solange diese “Konzentrationen” der schwarzen Kugeln in beiden Urnen voneinander merklich
verschieden sind, d.h. wenn k merklich von N/2 abweicht, herrscht noch kein Gleichgewicht, da
ja die Dynamik die Zahl Q(k) der mit dem aktuellen Makrozustand vertriglichen Mikrozustande
nach Mafgabe des Ausdrucks (I.19) noch erheblich vergrofern kann. Hier wird eine wichtige Un-
terscheidung getroffen: Es gibt insgesamt Qges = Zszl Q(k) Mikrozusténde, von denen jeder mit
gleicher Wahrscheinlichkeit durch die stochastische Dynamik realisiert werden kann und in diesem
Sinne dem System zugénglich, also akzessibel ist; wenn aber der aktuelle Makrozustand durch
“k schwarze Kugeln in der linken Urne” beschrieben wird, sind nur Q(k) dieser Mikrozusténde
mit dem Makrozustand vertraglich.

Selbst dann, wenn der Gleichgewichtszustand praktisch erreicht ist, treten weiterhin noch
Fluktuationen der Zahl der schwarzen Kugeln in den einzelnen Urnen auf, weil ja die Zahl der
mit dem Gleichgewichtszustand vertriglichen Mikrozustinde eben nicht identisch mit der Zahl
aller akzessiblen Zustédnde ist. Mehr noch: Wird die Zahl N der Kugeln jeder Sorte beliebig grof,
wird die Wahrscheinlichkeit P(N/2) = Q(NN/2)/Qges dafiir, das System genau in dem Zustand
mit k = N/2 anzutreffen, beliebig klein! Betrachtet man allerdings ein Intervall der Breite e
um die Gleichgewichtskonzentration ¢; = 1/2 herum, so liegt selbst fiir beliebig kleine ¢ die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, das System in diesem Intervall anzutreffen, beliebig nahe bei 1, wenn
N hinreichend grof wird. (Ubungsaufgabe!) Diese Beobachtung ist von zentraler Bedeutung:
Diejenigen Mikrozusténde, die zwar akzessibel, aber — bis auf “kleine” Fluktuationen — nicht
mit dem Gleichgewichtszustand vertréiglich sind, tragen in grofsen Systemen insgesamt nur eine
verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit. Von daher wird nach Erreichen des Gleichgewichts-
zustandes das Auftreten “groffer” Fluktuationen, wie etwa das Zuriickwandern aller schwarzer

Kugeln in die linke Urne, beliebig unwahrscheinlich, wenn N grof genug gew#hlt wird.

Diese Uberlegungen lassen sich nun sofort auf klassische thermodynamische Systeme iibertragen. Ein
Makrozustand eines Systems, das sich nicht im Gleichgewicht befindet, entspricht einem Ensemble von
damit vertriglichen Mikrozusténden, die insgesamt nur eine verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit
tragen. Ein Beispiel bildet etwa ein isolierter, mit Gas gefiillter Zylinder, in dessen einer Hélfte die
Gasteilchen im Mittel eine deutlich hohere Geschwindigkeit besitzen als in der anderen. Die inne-
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re Dynamik des Systems wird dann den Makrozustand und damit auch die Anzahl der mit diesem
Makrozustand vertréglichen Mikrozusténde (nicht aber die Anzahl der prinzipiell akzessiblen Zustén-
de!) dndern; sofern diese Dynamik praktisch zufillig verlduft — was fiir ein sehr hochdimensionales
Hamiltonsches System keine unrealistische Annahme, aber keineswegs trivial ist; hier kommt die Ergo-
denhypothese ins Spiel! — wird die Zeitentwicklung mit hoher Wahrscheinlichkeit derart verlaufen, dafs
den nacheinander auftretenden Makrozusténden eine stets wachsende Zahl von damit vertriglichen Mi-
krozustédnden zuzuorden ist. Da thermodynamische Systeme eine sehr grofse Zahl von Freiheitsgraden
besitzen, wird die Verteilung der Zahl der vertriglichen Mikrozustinde sehr scharf zentriert sein, so daft
ein einziger Makrozustand — der Gleichgewichtszustand — das gesamte statistische Gewicht tragt. In
diesen Zustand entwickelt sich das System hinein, aber es kann dann anschlieffend nicht mehr heraus;
das Streben in den Gleichgewichtszustand ist also irreversibel: Nachdem sich die verschieden schnellen
Gasteilchen gleichmiifig auf beide Zylinderhélften verteilt haben, wird es extrem unwahrscheinlich,

dafl spontan eine erneute Entmischung auftritt.

Das Streben eines sich selbst iiberlassenen Systems in das Gleichgewicht kann daher im wahrscheinlich-
keitstheoretischen Sinn als Maximierung der Anzahl der mit dem Makrozustand vertraglichen Mikrozu-
stande gedeutet werden. Da (bei Beriicksichtigung kleiner Fluktuationen) die Anzahl Qqg der mit dem
Gleichgewichtszustand vertriglichen Mikrozusténde praktisch mit der Anzahl Q aller Mikrozusténde
ibereinstimmt, gilt in sehr guter Naherung In Qg = InQ: Im Gleichgewicht wird die Entropie eines

Systems maximal.

Daher ist die Entropie, bzw. die Anderung der Entropie, von entscheidender Bedeutung fiir die Richtung
von (irreversiblen) Zustandsidnderungen: Ein isoliertes System, das sich noch nicht im Gleichgewicht
befindet, verdndert sich stets derart, daf sich seine Entropie vergrofiert, bis das Erreichen des Entro-
piemaximums den neuen Gleichgewichtszustand anzeigt; die umgekehrte Richtung ist dagegen nicht
erlaubt. Damit kommt der hier informationstheoretisch motivierten Entropie S tatsichlich genau die
Eigenschaft zu, die entsprechend dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik auch die phinomeno-

logisch (ohne Bezug zu “Mikrozusténden”) eingefiihrte thermodynamische Entropie S auszeichnet.

Wihrend der Energiesatz fiir das Naturgeschehen lediglich die Rolle eines Buchhalters spielt, der dafiir
sorgt, dafl die (Energie-)Bilanz stimmt und der bedenkenlos alles erlauben wiirde, was mit dieser Bi-
lanz zu vereinbaren ist — also z.B. auch die spontane Entmischung verschieden schneller Gasteilchen
—, Uibernimmt dagegen der statistisch begriindete Entropiesatz die des Direktors, also des “Richtungs-
gebers”. Genau das driickt die etymologische Bedeutung des Wortes “En-Tropie” aus: Das griechische
Verb “1pémeir” bedeutet “wenden”, also “eine Richtung geben”; der gleiche Wortstamm findet sich auch
in “Tropen” (das Gebiet zwischen den Wendekreisen) oder “Trophée” (urspriinglich ein Siegeszeichen,
ein “ Wendemal”, das dort errichtet wurde, wo sich das Schlachtengliick wendete). Ubersetzt man also
“En-Ergie” pedantisch mit “die einem System innewohnende Werks- bzw. Arbeitsfihigkeit”, dann ist

“En-Tropie”, wenn auch etwas gekiinstelt, “die einem System innewohnende Richtungsgebefihigkeit”.
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I.3 Temperatur, Druck und chemisches Potential

Es wird nun ein isoliertes System betrachtet, das aus zwei Untersystemen bestehen soll. Diese seien
anfangs auch voneinander isoliert und je fiir sich im Gleichgewicht, wobei sie durch die Zustands-
variablen (F1, Vi, N1) bzw. (Ea, Va, No) beschrieben werden; die Anzahl der jeweiligen Mikrozustinde
sei Q1 (F1, Vi, N1) bzw. Qo(Es, Va, No).

(1) Dann werden die beiden Subsysteme in thermischen Kontakt gebracht: Energieaustausch zwischen

beiden Teilen wird moglich; die anderen Variablen kénnen sich auch weiterhin nicht d&ndern.

Unmittelbar nach dem “Einschalten” des thermischen Kontaktes befindet sich das Gesamtsystem nicht
im Gleichgewicht: Zun&chst wird Energie zwischen beiden Untersystemen ausgetauscht. Schliefllich
wird ein neuer Gleichgewichtszustand erreicht; in diesem Zustand haben beide Einzelsysteme die Ener-

gien F] und Fj. Da das Gesamtsystem isoliert ist, bleibt die Gesamtenergie erhalten:

E=FE +Ey,=FE +E}. (1.34)
Fiir 0 < E] < FE gibt dann das Produkt

Qqes (B1) = 0 (Ey, Vi, N1) - Qo(E — E1, Va, Na) (1.35)

die Anzahl der Mikrozustinde des zusammengesetzten Systems an, sofern das Subsystem 1 die Ener-
gie FY besitzt. Zwar kann E] “im Prinzip” jeden Wert zwischen 0 und E annehmen — die Gesamtzahl
der moglichen Zusténde nach Einschalten des thermischen Kontaktes ergibt sich also durch “Summa-
tion” {iber Ef — ; es ist jedoch zu erwarten, daff es fiir einen bestimmten, scharf definierten Wert
von Ej deutlich mehr Mikrozusténde gibt als fiir alle anderen, so daf dieser Wert mit erdriickender

Wabhrscheinlichkeit angenommen wird.

In dieser “Maximumsniherung” lautet die Entropie des Gesamtsystems einfach
I Qges = Sges = S1(E}, Vi, N1) + Sa(Eb, Va, Na) (1.36)

Da sie nach Erreichen des Gleichgewichtes maximal wird, verschwindet dann ihr Differential:

= 85, 95s
dSges = dE] dF)
% T To
981 95,

= — dE]

<8E{ a@) !
= 0, (1.37)
da ja dES = —dFE{: Was eines der Teilsysteme an Energie abgibt, wird von dem anderen aufgenommen.

Im Gleichgewicht mufl daher die partielle Ableitung der Entropie nach der Energie, also

a§(E,V,N)_<a_§> _ 1 (L38)
OF O ),y T(E,V.N)

)
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und damit auch ihr Kehrwert T(E, V, N) fiir beide Teilsysteme den gleichen Wert annehmen. Diese so
eingefiihrte Grofe T(E,V, N) besitzt folgende Eigenschaften:

1. Da fiir mechanische Systeme die Anzahl € der akzessiblen Mikrozusténde, also auch ihr Loga-
rithmus S, stets mit der Energie F wichst, ist 77 > 0. (Fiir endlich grofe Spinsysteme gilt das
offenbar nicht!)

2. Da S und E extensive Grofen sind, ist 7 intensiv. (An dieser Stelle erhdlt der “Un-
unterscheidbarkeits”Faktor 1/N! ;| der die Extensivitdt der Entropie (I.28) des idealen Gases
gesichert hat, erstmals entscheidende Bedeutung!)

3. Solange der Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems noch nicht erreicht ist, wéchst die Gesamt-
entropie §ges infolge des Energieaustausches. Sofern dieser Energieaustausch so langsam erfolgt,
dafs sich beide Subsysteme wihrend dieses Prozesses nahezu in individuellen Gleichgewichtszu-
stinden befinden (d.h. bei “quasistatischer Prozefsfithrung”), kann man auch jedes einzelne von

ihnen durch eine Zustandsgrofe

oF;

charakterisieren. Dann hat man wéhrend des Energieaustausches die Ungleichung

~ 1 1
I Ty

Folglich ist dE] > 0, falls T < fg, und dE] <0, falls Ty > Ty. Die Energie “fliekt” somit immer

von dem System mit dem groferen Parameter T zu dem mit dem kleineren 7.

Damit hat die in Gl. (I.38) eingefiihrte Grofe T, die die Dimension einer Energie tréigt, alle Eigenschaf-
ten einer Temperatur. Man erwartet daher zwischen der hier auf mikroskopisch-statistischer Grundlage
eingefiihrten, “natiirlichen” Temperatur T und der aus der Erfahrung bekannten “ph&nomenologischen”
Temperatur 7, deren Existenz durch den nullten Hauptsatz der Thermodynamik festgeschrieben wird,
einen Zusammenhang der Form T = f(T) mit einer monoton wachsenden Funktion f. Tatsichlich

zeigen alle experimentellen Untersuchungen, dafs beide Grofien sogar streng proportional sind: Es gilt
T = kT (1.40)

mit der Boltzmann-Konstanten kg = 1.380662-10~23 J/K. Im Rahmen der statistischen Theorie macht
also die Temperatur 7" eine Aussage dariiber, wie sehr sich die Zahl der akzessiblen Mikrozustande mit

zunehmender Energie verandert: Je stiarker, desto kalter!

Es ist nun Konvention (aber keinesfalls “physikalisch zwingend”), auch die Entropie entsprechend “um-

zuskalieren™ Anstelle der dimensionslosen Grofe S betrachtet man

S=kpS=kglnQ; (1.41)
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diese Entropie ist nun identisch mit der thermodynamischen Entropie, auf die sich der zweite Haupt-
satz bezieht. Dann erhidlt der Zusammenhang zwischen der iiblichen Temperatur 7', der iiblichen

(dimensionsbehafteten) Entropie S und der Energie E die bequeme Form

1 08
L) "

Fassen wir zusammen:

Die “natiirliche Entropie” S st (als direktes Mafs fir die Anzahl der akzessiblen Mikrozu-
stinde) dimensionslos; die “natiirliche Temperatur” T = (0S/0E)™! trigt die Dimension
der Energie. Die natirliche und die phdnomenologische Temperaturskala sind zueinander
proportional; der Proportionalitidtsfaktor, der beide Skalen verbindet, ist die Boltzmann-

Konstante kg. Entsprechend ist die phinomenologische Entropie proportional zur natir-
lichen, S = kpS, und trigt daher die Einheit J/K.

Riickwirkend ergibt sich doch ein arges konzeptionelles Problem, das nun — im Unterschied zu dem
schwachen Versuch im Anschluf an Gl. (I.28) — nicht mehr wegdiskutiert werden kann: Da die
phdnomenologische Entropie S aller experimentellen Erfahrung nach extensiv ist, die damit bis auf
einen unerheblichen Skalierungsfaktor iibereinstimmende natiirliche Entropie S aber erst durch den
in Gl. (I.18) eingehenden Ununterscheidbarkeitsfaktor 1/N! extensiv wurde, muf selbst im Rahmen
der klassischen Theorie die (nur quantenmechanisch zu begriindende) Ununterscheidbarkeit der Teil-

chen gefordert werden, um die Erfahrung richtig wiederzugeben. (Diese Feststellung wird hiufig als

Gibbs’sches Paradoxon bezeichnet.)

Zuriick zu den eingangs betrachteten Teilsystemen im thermischen Kontakt: Da diese beiden Teilsys-

teme nur Energie austauschen kénnen, gilt neben dF; = —dFE5 auch dE; = T;dS;, und daher weiterhin
dE2 dE1 Tl
dSo=——=——-==——d5;. 1.43
T T Ty T, (143)

Solange das Gleichgewicht noch nicht erreicht ist, gilt (erneut bei quasistatischer Prozeffiihrung, die

dafiir sorgt, daf die individuellen Temperaturen T; wohldefinierte Zustandsgrofen sind)
dSges = dS1+dS:
Ty
d 1——
Sl < T2)

T
S, <1—?2) > 0. (L.44)

1

Fiir Ty > T; folgt daher dS; < 0 und dS3 > 0: Die Entropie des anfangs heifferen Subsystems (das ja
Energie abgibt und sich abkiihlt) nimmt ab, die des kilteren Subsystems dagegen zu: Insgesamt wird

Entropie transportiert und produziert; insbesondere kann die Entropie eines nicht abgeschlossenen

Teilsystems durchaus auch abnehmen.
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Ein sehr einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang der “Anderung der Entropie mit der Energie” und
der Temperatur liefert erneut das ideale Gas:

o Geméf der Gl. (I.28) und der Konvention (I.41) lautet die mikrokanonische Entropie des idealen

Gases

vV 3. FE
S(E,V,N)= Nkg {lnﬁ + §1DN + const.| . (1.45)
Daraus erhélt man mit der definierenden Gleichung (I.42) sofort die inverse Temperatur in der

Form

1 [0S\ 3 Nks
Lo(2) ik i)

und daraus dann die Temperaturabhéngigkeit der Energie,
3
E= iNkBT . (1.47)

Da die N Gasteilchen insgesamt f = 3N Freiheitsgrade besitzen, trigt jeder Freiheitsgrad hier die
Energie E/f = kpT/2; diese Aussage ist ein Spezialfall des sogenannten Aquipartitionstheorems.
Die bekannte Beziehung (1.47) ist nichts weiter als eine unmittelbare Konsequenz der einfachen
Tatsache, daf das Volumen (1.17) der “Energiekugel” mit v E N skaliert.

Nachdem nun die Temperatur als eine das Gleichgewicht charakterisierende Grofse eingefiihrt worden
ist, interessiert die weiterhin die Frage, wie grofs die auch im Gleichgewicht noch auftretenden “typi-
schen” Energieschwankungen sind. Fiir zwei ideale Gase mit N7y = No = N/2 im thermischen Kontakt
findet man fiir die Grofsenordnung 6F der Fluktuationen der individuellen Energien den Ausdruck
(Ubungsaufgabe!)
oFE 1
o ﬁ : (1.48)

Die relativen Fluktuationen im Gleichgewicht verschwinden also mit der Wurzel aus der Teilchenzahl.

(77) Nun wird die eingangs betrachtete Situation modifiziert: Neben dem Energieaustausch wird auch
“Volumenaustausch” zugelassen. Die beiden Gase befinden sich also nun in einem Behilter mit ver-
schiebbarer und thermisch durchléssiger Trennwand; das Gesamtvolumen V' = V; + V5 bleibt konstant.
Die Volumina V; und V5 werden sich dann erneut so einstellen, daf die Entropie maximal wird; es wird
also der Makrozustand eingenommen, der mit der grofitmoglichen Zahl von Mikrozusténden kompatibel
ist. Erneut gilt

Sges = S1(E1, Vi, N1) + S2(E3, V2, Na) | (I.49)
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wobei zur Vereinfachung der Notation nur “ungestrichene” Grofen verwendet werden, also

98, 95, a8, 95,
ASuee = 200 a4+ 9592 4, 1+ 90t gy 1 902 4y, .50
s = ap, T aE, Y T gy AT gy, 42 (£.50)

Nun ist dFy = —dE; und dV, = —dV;. Setzt man der Einfachheit halber 77 = T5 voraus, folgt

051 052
= |35 — 3r ; L51
dSges <8V1 8V2)dv1 (I.51)
im Gleichgewicht (dSges = 0) hat man also
05, ) (882 )
it = [ === . 1.52
(8‘/1 E|,N; 8‘/2 E2,N2 ( )

Die intensive Grofe 05/0V, die den Gleichgewichtszustand nun in analoger Weise charakterisiert wie
die Temperatur T = (0S/9E)~!, ist dem Druck proportional:
OS(E,V,N) _ p(E,V,N)

v T(E,V,N)’ (1.53)

Im Gleichgewicht ist daher der Druck in beiden Teilsystemen gleich. Bevor das Gleichgewicht erreicht
wird, sei p; > po und T} = T» = T', wobei wie iiblich quasistatische Prozefsfiihrung vorausgesetzt wird.
Dann ist

d%%zm;md%>0, (L54)

d.h. das Volumen des Teilsystems mit dem anfangs grofieren Druck vergrofsert sich bei der Anndherung
an den Gleichgewichtszustand.

Der Druck p ist eine weitere Zustandsvariable, hingt jedoch (wie auch die Temperatur T') von E,V, N
ab. Die genaue Form dieser Abhéngigkeit wird durch die Entropiefunktion bestimmt. Auch diese Aus-
sage kann mit Hilfe des idealen Gases verdeutlicht werden:

o Aus der Entropiefunktion (I.45) des klassischen idealen Gases erhélt man sofort

P a8 N]CB
£ _ | = = L
1= ()., 7 139

oder
pV = NkgT . (1.56)

Das ist die bekannte Zustandsgleichung fiir das klassische ideale Gas; die in Gl. (I1.53) getroffene
Definition des Druckes ist also konsistent mit dem ph&nomenologischen Druckbegriff.
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(#73) Schlieflich wird die Versuchsanordnung noch einmal modifiziert: Anstelle des Volumenaustausches
wird nun Teilchenaustausch zwischen beiden Subsystemen zugelassen, etwa mit Hilfe einer thermisch

leitenden Membran. Dann hat man

05, 95, 08, 95,
o= L dAF + 222 ABy + 221 ANy + 222 4N L.
dSges 8E1d1+8E2d2+aNldl+aN2d2 (1.57)

mit dFy = —dF; und dNy = —dN7; im Gleichgewicht wird daraus

(05 95, 0S; 05, B
ASges = < o E2> dE; + < ) ANy =0 (L58)

ON1  ON,
Im Gleichgewicht gilt daher neben 77 = T5 nun auch

051 ) (852 )
—_— = = . 1.59
(8N1 E1, V1 ON; Es,Va ( )

Definiert man jetzt das chemische Potential p(E,V, N) durch die Beziehung

9S(E,V,N) _ p(E,V,N)
ON -~ T(E,V,N)’

(L.60)

dann ist im Gleichgewicht diese intensive Zustandsgrofe in beiden Subsystemen gleich, u(Eq, Vi, N1) =
w(E2, Vo, N3). Ebenso wie in der vorher untersuchten Situation die Volumenénderung zum Druckaus-
gleich fiihrte, fithrt nun die Anderung der Teilchenzahl in den einzelnen Subsystemen zur Angleichung
der individuellen chemischen Potentiale. Werden zwei Systeme mit geringfiigig verschiedenen chemi-
schen Potentialen p; und 9, aber gleicher Temperatur 7', in “Teilchen- und Warmekontakt” gebracht,
hat man

dSges = _‘“T‘L“Q ANy > 0. (L61)

Fir po > py folgt daraus d/Ny > 0: Teilchen “fliefsen” vom Subsystem mit dem héheren zum Subsystem
mit dem tieferen chemischen Potential; die Zustandsvariable p(E, V, N) kann daher als “Teilchendruck”
aufgefafit werden. Es ist dieser Zusammenhang, der das Minuszeichen in der Definitionsgleichung (I1.60)

motiviert. Auch dazu das nun schon obligatorische Beispiel:

o Fiir das ideale Gas lautet die Entropie nach Gl. (1.28)

% 3 dmmE 5
E, VN)=N In| = —In| —— = ; 1.62
S( aVa ) kB|:n(N)+2n(3h2N)+2:| ) (6)
deren partielle Ableitung nach der Teilchenzahl lautet
oS 1% 3 4dmmE 5
(Q_N)E ; = kB 1H<N> + §kB ln<—3h2N> + EkB
N \% 3 1
+Nka (_E) + iNkBN (—m)

Vv 3 4tmE
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Daraus erhidlt man nun das chemische Potential des idealen Gases mit Hilfe von Gl. (1.60) in der

Form

N N
w(E,V,N) =kgTIn (V) +;kBTln(3h ) .

1.64
4mmE ( )

Das chemische Potential des klassischen idealen Gases hingt daher logarithmisch von der Teil-
chendichte N/V ab.

I.4 Die Gibbs’sche Form und die Gibbs—Duhem-Beziehung

Die bisherigen Uberlegungen zur statistisch-mechanischen Berechnung der thermodynamischen Eigen-
schaften makroskopischer Systeme liefern zusammengefafit den folgenden “mikrokanonischen Forma-

lismus” :

1. Ausgangspunkt einer mikrokanonischen Beschreibung ist das mit (27h)>N N gewichtete Volu-

men (1.18) des einem Makrozustand energetisch zugdinglichen Teils des Phasenraums,
1
QE,V,N) = ————— / d3Ngd3Np . (1.65)
2> NNV Ju(gpy<e

2. Die Gréfle, die im mikrokanonischen Ensemble den Zusammenhang zwischen der mikroskopi-
schen und der makroskopischen Ebene herstellt, ist die Entropie. Sie liefert ein additives Mafl
fiir die Zahl der mikroskopischen Realisierungsmaglichkeiten eines durch E,V, N beschriebenen
Makrozustandes und stimmt tiberein mit der phanomenologisch durch den zweiten Hauptsatz ein-

gefiihrten Zustandsgrifle:
S(E,V,N)=kgInQ(E,V,N). (1.66)

3. Aus den partiellen Ableitungen der Entropie S(E,V,N) erhdlt man die intensiven Zustands-

variablen T, p, u des Makrozustandes:
1_ (95 p_ (98 B _ (95 (L67)
T \0E)yy = T \oV)py =~ T \0N)g,’ '

Auf der makroskopischen Ebene lassen sich nun eine Reihe von Schluffolgerungen ziehen. Aufgrund

der letzten Beziehungen gilt offenbar
_ 1 p PAN -
ds = TdE+ TdV TdN, (1.68)
daraus erhélt man sofort

dE = TdS — pdV + pdN . (L.69)
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Wenn man also die Energie als Funktion von S, V und N betrachtet, kann man sofort die partiellen

Ableitungen dieser Funktion angeben:

oOF oF oF
T—<%)V,N ’ ‘P‘(W)w ’ “—<8—N)W' (L.70)

Sofern daher entweder S(E,V, N) oder E(S,V,N) bekannt ist, konnen alle anderen Variablen durch
Ableiten berechnet werden. Daher werden diese Funktionen als thermodynamische Potentiale bezeich-

net.

Die 1-Form (I.69) trigt den Namen Gibbs’sche Form. Sie bildet eine differentielle Fassung des ers-

ten Hauptsatzes der Thermodynamik und spezifiziert die verschiedenen Arten des Energieaustausches

zwischen einem (Teil-)System und seiner Umgebung;:

1. Werden keine Teilchen ausgetauscht und bleibt das Systemvolumen konstant, kann das System
im thermischen Kontakt mit seiner Umgebung Energie nur in Form von Wérme austauschen.

Dieser Austausch ist immer mit einer Entropieinderung des Systems verbunden:
dE =TdS . (I.71)

2. Wenn die Entropie und die Teilchenzahl festgehalten werden, beschreibt der Druck die negative

Energieédnderung pro Volumenénderung:

dE = —pdV . (1.72)

Abbildung I.1: Gasportion in einem Behélter mit einem verschiebbaren Kolben.

Das ist anschaulich klar: Wenn ein Gas durch eine auf einen Kolben mit der Kontaktfliche A
wirkende Kraft F' quasistatisch komprimiert wird, ist p = F//A der Druck des Gases. Bei einer
Verschiebung des Kolbens um die Strecke dx verringert sich das Gasvolumen um dV = —Adx;
dabei wird am Gas die Arbeit Fdxz = (F/A)d(Ax) = —pdV verrichtet.

3. Werden schliefslich nur Teilchen ausgetauscht, gilt

dE = pdN . (L73)
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Das chemische Potential p beschreibt daher die Energieanderung, die mit dem Austausch eines
Teilchens verbunden ist, wenn dabei die Entropie und das Volumen des Systems konstant gehalten
werden.

Falls mehr als nur eine Teilchensorte vorliegt, verallgemeinert sich die Gibbs’sche Form in offensicht-
licher Weise zu

dE =TdS — pdV + Y ;dN; , (L.74)

wobei p; das chemische Potential der i-ten Sorte bezeichnet.

Die bisher benutzen Zustandsvariablen zerfallen in zwei Gruppen:

e £S5 V, N sind extensiv;

o T, p, psind intensiv.

Die intensiven Variablen werden gleich, wenn zwei Systeme “in Kontakt” gebracht werden. In der
Gibbs’schen Form (I.69) erscheinen die Variablen in den “Energie-konjugierten Paaren” (T, 5), (—p, V),
(1, N). Das Produkt der beiden Elemente eines solchen Paares trégt die Dimension einer Energie; je

ein Element ist intensiv, das andere extensiv.

Alle Argumente des thermodynamischen Potentials E = E(S,V, N) sind extensiv; andererseits ist F
selbst ebenfalls extensiv. Daher muf F linear von seinen Argumenten abhéngen: Bezeichnet A einen

(dimensionslosen) “Skalierungsfaktor”, so gilt offenbar
E(AS,A\V,AN) = AE(S,V,N) . (1.75)

Damit ist E, als Funktion von S, V und N betrachtet, eine sogenannte “homogene Funktion ersten
Grades”.

o Allgemein heifit eine Funktion f homogen vom Grade r, wenn sie die Eigenschaft

fOx Ay ..) =N f(z,y,...) (1.76)
besitzt. Durch Differentiation nach A folgt dann

8f 8f _ r—1p.
axx—kayy—i—...—r)\ 7 (L.77)

daraus erhilt man fiir A = 1 den “Eulerschen Satz fiir homogene Funktionen” :

—r+—y+...=rf. (L.78)
T Y
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Bei Anwendung dieses Zusammenhangs auf die homogene Funktion F = E(S,V, N) findet man nun
die Beziehung

OF oF oF
b= (%)V,N“(W)S,NV*(TN)WN
= TS - pV + uN . (L.79)

Mit Hilfe des Eulerschen Satzes kann man also dE auch ohne genaue Kenntnis der Funktionen T'; p
und p integrieren; die auf diese Weise gewonnene thermodynamische Identitdt £ =TS — pV + uN ist

somit lediglich eine Folge der Linearitidt von E in S, V und N.

Diese Identitét besitzt eine wichtige Konsequenz: Einerseits verlangt sie

dE =TdS + SdT — pdV — Vdp + pdN + Ndgp (1.80)
andererseits gilt nach wie vor die Gl. (1.69), also

dE =T7dS — pdV + udN .
Das erfordert nun

0=5dT —Vdp+ Ndu ; (L.81)

diese Gleichung wird als Gibbs—Duhem-Beziehung bezeichnet. Sie besagt, dafs die drei intensiven Gro-

fen T, p, und p nicht unabhingig voneinander sind: Geht man n&mlich aus von einem Gleichgewichts-
system und dndert 7' um d7 sowie p um dp, so legt Gl. (1.81) die zugehorige Anderung du von p fest;
diese dritte Grofe kann also nicht mehr unabhéingig von den anderen variiert werden. Daher ist eine
vollstindige Beschreibung eines thermodynamischen Systems mit Hilfe nur der intensiven Variablen
T, p und g nicht moéglich; es gibt also kein thermodynamisches Potential, das diese drei Variablen als
Argumente besitzt.

I[.5 Das kanonische Ensemble und die Freie Energie

Bisher wurde ein von seiner Umgebung isoliertes System betrachtet und im Rahmen des zugehori-
gen mikrokanonischen Ensembles statistisch behandelt: Die Energie E aller Ensemblemitglieder war
“scharf” vorgegeben; thermodynamische Potentiale waren S = S(E,V,N) und E = E(S,V, N).

Dieses mikrokanonische Ensemble ist jedoch haufig “technisch schwierig”’, da die explizite Berechnung
der benétigten hochdimensionalen Phasenraumvolumina (I.18) insbesondere fiir wechselwirkende Sys-
teme praktisch kaum zu bewiéltigen ist. Dariiber hinaus ist es hdufig auch physikalisch realistischer,

nicht die Energie, sondern vielmehr die Temperatur als primére Variable zu betrachten.
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Wenn nédmlich das untersuchte System im thermischen Kontakt mit einem (groferen) zweiten System
steht, nehmen beide Systeme durch Energieaustausch die gleiche Temperatur an. Wenn nun das zweite
System sehr viel grofer ist als das erste, dann ist die Energie, die es dabei aufnimmt oder abgibt,
im Vergleich zu seiner mittleren Energie vernachlissigbar. In diesem Fall dient das zweite System als

(Energie-) “Reservoir” und prégt dem ersten seine Temperatur auf.

T7 VZ) N2

T5 V]: Nl

Abbildung I.2: Ein System (Index “1”) nimmt im thermischen Kontakt mit einem Reservoir (Index “2”)
dessen Temperatur T an.

Sei Ey die Energie des Gesamtsystems, bestehend aus “System” und Reservoir. Dieses Gesamtsystem

soll nach wie vor thermisch isoliert sein, darf also mikrokanonisch behandelt werden.

Aufgrund des thermischen Kontaktes mit dem Reservoir (das durch den Index “2” gekennzeichnet
werden soll) ist die Energie des Systems (Index “1”) selbst im Gleichgewicht nicht vollkommen scharf
fixiert; die Systemenergie fluktuiert im Laufe der Zeit. Gesucht wird nun die Wahrscheinlichkeit da-
flir, das System in einem Zustand mit einer vorgegebenen Energie F; zu finden. Oder, um die in
Abschnitt I.1 eingefithrte Nomenklatur wiederaufzunehmen und die Parallelen zu der dortigen Heran-
gehensweise deutlich zu machen: Gegeben ein Phasenraumpunkt (g, p) im I'-Raum (nur) des Systems
(also nicht des Gesamtsystems “System + Reservoir”), der nach Einsetzen in die Hamiltonfunktion des
Systems den Wert H(q,p) = E; liefert. Wie lautet dann die Phasenraumverteilungsfunktion gk g (g, p)
dafiir, dal der Phasenraumpunkt des im thermischen Kontakt mit dem Reservoir der Temperatur T
stehenden Systems in der (27h)f-Zelle um (g, p) herum angetroffen wird? Die Beantwortung dieser
Frage impliziert offenbar die Konstruktion eines Ensembles von Kopien des Systems, dessen einzelne
Mitglieder zwar eine feste Temperatur 7', aber fluktuierende Energie besitzen; dieses Ensemble wird
als kanonisches Ensemble bezeichnet.

Es wird hier also nicht nach der wahrscheinlichsten Energie des Systems gefragt; diese kann wie Ab-
schnitt 1.3 ermittelt werden. Man benétigt jetzt vielmehr ein Argument, das das System mit seiner
Umgebung, also dem Reservoir verbindet: Fiir einen Systemzustand mit der Energie F; ist die Wahr-
scheinlichkeit seines Auftretens proportional zur Anzahl Qs(FEs, Vo, N2) der Mikrozustinde, die dem
Reservoir bei der Energie Ey = Ey — E; zur Verfiigung stehen. Es gilt daher zunéchst

0k.B.(¢:p) x Qa(Ea, Vo, Na) = exp(S2(Eo — E1, Va, Na) k) (1.82)
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Nach Voraussetzung ist die Systemenergie F; sehr viel kleiner als die Energie des Reservoirs und daher
auch als die Gesamtenergie, E; < Fj, so daf auf der rechten Seite von Gl. (1.82) eine Taylorentwicklung
um FEj naheliegt. Da die Reservoirentropie Sa(Fs, Va, Na) sehr viel langsamer mit Es wachst als die

Zustandszahl Qs (FEs, V2, N3), ist die Enwicklung dieser Entropie Sz sinnvoller als die von Qo:

DS, 1, 0%5,
So(Ey — E1) = So(Ey) — Fr——=— —E] — 1.83
2(Eo 1) 2(Eo) 18E2 o 2 1 OE2 E0+ ( )
Nun ist im Gleichgewicht
98 1 %S, 0 1 19T (1.84)

0By T ° OEZ OB, T  T20FE,
Da die Temperatur 7" eine intensive Grofe ist, wihrend die Energie des Reservoirs mit seiner Teilchen-
zahl wichst, Ex = O(Ns), ist 0T/0E; = O(1/N3). Der quadratische Term in der Entwicklung (I.83)

ist also um einen Faktor der Ordnung O(N2) kleiner als der lineare Term und damit vollig vernachlés-

sigbar; die Idee des Reservoirs impliziert ja den formalen Grenziibergang Ny — oco.

e Ein konkretes Beispiel, das die obige Abschitzung der Grofenordnungen verdeutlichen kann,
liefert das ideale Gas: Aus den Gln. (I.46) und (1.47) erhilt man sofort

2 N 2 1
S8\ _ 3Nks 2 1 (L.85)
0E2), 2 B2 3kpIZN

Allerdings ist noch ein weiteres Detail zu beachten: Der “Entwicklungspunkt” in Gl. (I.83) ist nicht
die Reservoirenergie Ey = Ey — Fq, sondern die Gesamtenergie Fy. Da aber dieser Unterschied erneut
wegen der Dominanz des Reservoirs vernachlassigt werden darf, tritt im linearen Term der Entwicklung

tatsdchlich die inverse gemeinsame Temperatur auf,

11
- (L.86)
e, Lo T

0Ss

95| _ 95
OE;

5 O

Setzt man also die Entwicklung (I.83) in die Beziehung (I.82) ein, ergibt sich nun die Proportionalitit

0k.5.(¢,p) X exp <—£—1T> : (1.87)

wobel F1 = H(g,p) die zum Phasenraumpunkt (q,p) gehorende Energie des Systems bezeichnet.
Wiéhrend sich also das Argument (q,p) der kanonischen Verteilungsfunktion gk g (¢, p) nur auf den
Phasenraum des Systems bezieht, ist das Auftreten des “Boltzmann-Faktors” exp ( — E1/(kgT)) eine
Folge des Energieaustausches des Systems mit seiner Umgebung; der Zustand der Umgebung fliefst

iiber den vorgegebenen Temperaturparameter 7' ein.

Die Kenntnis spezifischer Eigenschaften des Reservoirs (insbesondere die Kenntnis der Funktion
Qo (Ea, Vo, N2)) wird also nicht benétigt; der thermische Kontakt mit dem Reservoir wird in uni-
verseller Weise durch den Boltzmann-Faktor beschrieben. Folglich kann das Reservoir im folgenden
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“vergessen” und auf den “Systemindex” verzichtet werden; es sei daher nun N; = N die Teilchenzahl
des Systems. Man schreibt dann die normierte “kanonische” Phasenraumdichte dafiir, das System in
einem Mikrozustand (g, p) mit der Energie H(q,p) zu finden, in der Form

ocE.(¢,p) = m exp( - ﬂH(q,p)) ) (1.88)

wobei der gebrauchliche Parameter

gL (.89)

eingefiihrt wurde und die hier als Normierungsfaktor auftretende wichtige Grofe Z als (klassische)
Zustandssumme bezeichnet wird:

Z(B,V,N) = / A*Ngd*Np e PH ) (1.90)

1
(2mh)3NV N

wobei sich das Integral iiber den gesamten Phasenraum des Systems erstreckt. (Ein solches Integral

ist meist leichter auszuwerten als eines iiber eine mikrokanonische Energieschale!)

Im kanonischen Ensemble wird also ein Zustand der Energie E mit dem Boltzmann-Faktor exp(—(FE)
gewichtet. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daft ein Makrozustand eines Systems im thermischen Kontakt
mit einer Umgebung der Temperatur 7" die Energie E besitzt, ergibt sich dann durch Zusammenfassung

aller mit dieser Energie vertréiglichen Mikrozustinde zu

) exp(~FE) = - exp(S(B)/ks — E/(hsT))
- %exp(_kBLT[E_TS(E)D . (L91)

(Zur Sicherheit: Q(E) = Q4 (F) bezeichnet die Zahl der Mikrozustinde des Systems bei der Energie E;
die vorher benutzte Zustandszahl Qo (FEs, V2, N3) des Reservoirs ist hier irrelevant!) Nun wéchst Q(E)
sehr stark mit der Energie F an, wihrend der Boltzmann-Faktor exponentiell mit E abféllt. Die Wahr-
scheinlichkeit (I1.91) besitzt daher in Abhéngigkeit von E ein sehr scharfes Maximum. Bei vorgegebener
Umgebungstemperatur T tritt dieses Maximum bei derjenigen Energie E auf — bzw. wird das System
mit erdriickender Wahrscheinlichkeit bei derjenigen Energie E angetroffen —, fiir die das negative, mit
kT multiplizierte Argument der Exponentialfunktion in Gl. (1.91), d.h.

E-TS(E,V,N)=F (1.92)

sein Minimum annimmt. Das verlangt

OF _ |, 0S(B.V,N)

= S =0, (1.93)
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oder

OS(E,V,N) 1

—%F -7 ° (1.94)
Im Gleichgewicht stimmt die inverse Systemtemperatur — die linke Seite der Gl. (1.94) — mit der vom
Reservoir aufgeprigten inversen Temperatur — der rechten Seite der Gl. (1.94) — iiberein. Da durch
diese Bedingung der wahrscheinlichste Wert der Systemenergie in Abhéngigkeit von der Temperatur
festgelegt wird, hangt die in Gl. (1.92) eingefiihrte Grofe F, die im Gleichgewicht minimal wird, aufier
vom Volumen V und der Teilchenzahl N von der Temperatur ab: F = F(T,V,N).

Die physikalische Interpretation dieser neuen Zustandsgrofe F(T,V,N) folgt aus der Gibbs’schen

Form (1.69): Fiir ein Gas, das im thermischen Kontakt mit einem Wirmebad der Temperatur T
quasistatisch einen Kolben bewegt, gilt die Beziehung

dE—TdS = d(E-TS)
= dF
= —pdV + pdN . (1.95)

Wenn zudem die Teilchenzahl N konstant gehalten wird, ist dF = —pdV die Arbeit, die bei der
Volumeninderung am Gas verrichtet wird. Daher ist

B B
/ pdV = —/ dF = F(A) — F(B) (1.96)
A A

die Arbeit, die dem Gas bei einer isothermen Zustandsénderung vom Zustand A in den Zustand B
entnommen werden kann: Bei isothermer Prozefsfithrung wird folglich der “mechanisch verwertbare”
Anteil der Gesamtenergie E eines Systems durch die Zustandsgrofe F' = E —T'S beschrieben. Ein Teil
dieser Gesamtenergie, gegeben durch das Produkt TS, bleibt stets in der ungerichteten thermischen
Wimmelbewegung der Atome oder Molekiile gebunden, ist also in diesem Sinne “unfrei”. Der verblei-
bende Anteil F' = E—T'S, der in makroskopisch gerichtete Bewegung, also in Arbeit umgesetzt werden
kann, wird daher als (Helmholtzsche) Freie Energie bezeichnet.

Die mathematische Interpretation des Konstruktionsprinzips fiir die Zustandsgrofe F(T,V, N) erfor-

dert das geometrische Verstdndnis der Legendre-Transformation:

dy

e Gegeben sei eine Funktion y = y(z); diese Funktion soll durch die neue Variable { = 32, also

durch die Steigung ihres Graphen bei x, beschrieben werden.

Zur Losung dieser Aufgabe ist zunichst zu fordern, daf die Funktion &(z) = dﬁf)

eindeutig nach

x aufgelost werden kann: Es darf nicht an zwei Stellen « die gleiche Steigung auftreten; der Graph

der Funktion y = y(z) muf also konvex oder konkav sein. Wenn diese Voraussetzung erfiillt ist,
kann das “alte” Argument x als Funktion des “neuen” Argumentes £ dargestellt werden: x = x(§).
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Man kénnte jetzt versucht sein, einfach y auf die neue Variable £ umzuschreiben: Dann erhielte
man eine Beziehung der Form

Aber: Die Kenntnis nur dieser neuen Funktion y = f(£) reicht nicht aus, um die urspriingliche

Kurve y = y(z) zu rekonstruieren. Man hat ja nun
_ dy dy .
Y= f(@) oder EP ).

Ist y = y(z) eine Losung dieser Differentialgleichung, dann fiir eine beliebige Konstante ¢ auch
y(x + ¢). (Beispiel: Die Gleichung % =y wird geldst durch y = "¢ .) Daher erhilt man wegen
der Freiheit der Integrationskonstanten nicht nur eine Kurve, sondern eine ganze Schar parallel
verschobener Kurven. Die urspriingliche Kurve gehort zwar zu dieser Schar, kann jedoch in dieser

Schar nicht mehr identifiziert werden: Man hat “Information verloren”.

Um dennoch eine Funktion der Steigung & anzugeben, die die gesamte Information der
urspriinglichen Funktion y = y(x) enthilt, stellt man den Graphen dieser Funktion als
Einhiillende seiner Tangenten dar: Jede Tangente wird festgelegt durch die Steigung & der Kurve

im Beriihrpunkt und ihren Achsabschnitt ¥ ; zu jedem & gehort ein eindeutig bestimmtes 7 :
y=y) -

Wegen (Steigungsdreieck!)

findet man fiir den Achsabschnitt in Abhéngigkeit von der Steigung den Ausdruck

9(&) = y(x(¢)) — &x(6) -

Diese neue Funktion y(§) heifst Legendre-Transformierte von y(x). Sie beschreibt geméf Kon-

dy
dz’

ohne daf Information verloren wurde: Die Legendre-Transformation ermdglicht einen Wechsel

struktion dieselbe Kurve wir die urspriingliche Funktion, allerdings in Abhéngigkeit von £ =

der unabhéngigen Variablen ohne Informationsverlust.

Daher entspricht die Konstruktion der Freien Energie nach dem Schema

F(T,V,N) = E(S(T,V,N),V,N) — TS(T,V,N) (1.97)

T = <g—§) . (L.98)
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genau einer Legendre-Transformation des thermodynamischen Potentials E(S, V, N) fiir den Variablen-
wechsel “S — T”: Die neue Variable ist die Ableitung der alten Funktion nach der alten Variablen; die
neue Funktion ergibt sich aus der alten durch Einsetzen und die “Achsabschnittskorrektur”. (Allerdings
wurde bei diesem schematischen Vorgehen die Konvexitéit bzw. Konkavitdt der zu transformierenden
Funktion nicht explizit gepriift!)

Da nun der Ausgangspunkt der Transformation (I1.97) ein thermodynamisches Potential war und bei der
Transformation keine Information verloren wird, muft auch das Resultat der Transformation, also die
Freie Energie, wieder ein thermodynamisches Potential sein, so dafs die fehlenden thermodynamischen
Grofen aus den partiellen Ableitungen von F' bestimmbar sein miissen. In der Tat erhilt man aus
Gl. (1.97) sofort die Beziehungen

OF OFE 0S oS

OF OFE 0S OF oS

av = asov av lagv — PLVAND

OF OFE 0S OF a8

N = asanTon oy = MIVN). (L.99)

Damit ist auch explizit gezeigt, dak F' = F(T,V, N) ein thermodynamisches Potential darstellt; es wird
benutzt, wenn die Variablen 7', V, N durch die physikalische Problemstellung vorgegeben werden.

Es ist von grofler Bedeutung, dafs die Freie Energie auch ohne den Umweg iiber die Legendre-
Transformation von E(S,V, N) berechnet werden kann: Da es ja “praktisch sicher” ist, daf ein System
im thermischen Kontakt mit einem Reservoir der Temperatur 7" diejenige Energie besitzt, die den Aus-
druck F' = E — T'S minimiert, wird die Verteilung (I1.91) von den minimierenden Mikrozusténden so
gut wie ausgeschopft. Man kann daher in sehr guter Ndherung den Logarithmus aus der Summe iiber
alle Wahrscheinlichkeiten — also In(1) = 0 — durch den Logarithmus der maximalen Summanden

ersetzen,

1n<% exp[—BF (T, V, N)]) — (1), (1.100)
und findet mit dieser Maximumsnaherung

F(T,V,N)=—kgTInZ(T,V,N). (1.101)

Die Freie Energie ist somit proportional zum Logarithmus der kanonischen Zustandssumme (1.90).
Damit lassen sich die wesentlichen Zusammenhénge fiir das kanonische Ensemble nun in einen For-
malismus gieflen, der dem zu Beginn des Abschnitts 1.4 angegebenen mikrokanonischen Schema, genau
entspricht:

1. Ausgangspunkt der kanonischen Beschreibung eines klassischen thermodynamischen Systems mit
der Hamiltonfunktion H(q,p) und dem gegebenen Temperaturparameter § = 1/(kgT) ist die
Zustandssumme (1.90),

1 —
Z(]ﬂ’7 ‘/7 N) = m /dqu d3Np e BH(q:p) 5 (1102)
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die jeden Punkt (q,p) des Phasenraums mit dem Boltzmann-Faktor exp(—BH (q,p)) gewichtet.

2. Die Grifle, die im kanonischen Ensemble den Zusammenhang zwischen der mikroskopischen und
der makroskopischen Ebene herstellt, ist die Freie Energie. Sie beschreibt den bei isothermer

Prozef$fihrung mechanisch nutzbaren Anteil der Gesamtenergie E eines Systems:
F(T,V,N)=—kgTInZ(T,V,N) . (1.103)

3. Aus den partiellen Ableitungen der Freien Energie F(T,V, N) erhdlt man die fehlenden Zustands-
variablen S, p, u:

oOF oOF OF
bl — _ il — - = . 1.104
(6T>V,N . (aV)T,N P <8N)T,V " (1.104)

Daher besitzt also im kanonischen Ensemble die Zustandssumme eine herausragende Stellung analog zu
der, die im mikrokanonischen Ensemble von der Zustandszahl Q(E, V, N) eingenommen wurde. Dariiber

hinaus kann die Zustandssumme héufig als erzeugende Funktion einer Observablen aufgefafst werden,

d.h. die Berechnung des kanonischen Mittelwertes (oder auch hoherer Momente!) dieser Observablen
kann auf eine geeignete Ableitung der Zustandssumme zuriickgefiihrt werden. So erhélt man fiir den
kanonischen Erwartungswert der Energie die bequeme Darstellung

(H) = /dqudng H(q,p) ox.E.(q,p)

1

= g [ Nadp g e

1 ( oz
- 7(%)

0
35 InZ . (1.105)

Der in dem obigen Schema zusammengefafite “kanonische Formalismus” soll nun auf das Beispiel des

idealen Gases angewandt werden:

e Die kanonische Zustandssumme eines klassischen idealen Gases aus IV Teilchen der Masse m, die
das Volumen V einnehmen, lautet

N
_ 1 3N 3N ﬁ?
Zn = NN /d qd®"p exp —6;27”

_ vy 43N b

T NIN pexp( =) 5
VN 3N

- W(\/%kaT) . (L.106)
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Die hier auftauchende Grofe A = h/v/27rmkpT trigt die Dimension einer Linge; sie entspricht
der de Broglie-Wellenldnge Aqg = h/pr eines Teilchens mit einem “typischen” thermischen Im-
puls pr. Unter Benutzung dieser sogenannten thermischen Wellenlinge erhilt die kanonische

Zustandssumme des klassischen idealen Gases die einprégsame Form

1 v\Y

(Da an dieser Stelle eine durch die Quantenmechanik motivierte Bezugsgrofie eingeht, darf man
vermuten, dafs die Verwendung der klassischen Statistik ausreichend ist, solange die charakteristi-
sche Ausdehnung L = V1/3 des Volumens sehr viel groRer ist als A. Bei sehr tiefen Temperaturen
wird A jedoch beliebig grof; dann wird man eine quantenmechanische Theorie ben6tigen!)

Die Kenntnis der Tatsache, daf Zy oc 573N/2, reicht bereits aus, um gemif der Beziehung (I.105)

den kanonischen Erwartungswert fiir die Energie des Gases angeben zu konnen:

3N'1 3
HY=——-==-NkgT. L1
(1) = 55 5 = 5Nk (L.108)
Damit stimmt dieser kanonische Erwartungswert der Energie mit der Energie (1.47) iiberein, die
ein isoliertes (mikrokanonisches) ideales Gas bei der Temperatur T besitzt.

Mit Hilfe der Stirling-Formel folgt nun

3N

2mmkpT
mZy = N1nV+71n(”m7B

h2
vV 3 2mmkpT

>—NlnN+N+O(lnN)

daraus erhélt man die Freie Energie in der Form

—F:NkBT|: 3 (QkaBT

V+—ln
2 h?

In — )+ 1] +O(nN). (L.110)

Die partielle Ableitung nach dem Volumen ergibt sofort den Druck:
OF 1
=—| = = NkgT — ; L.111
g <8V)TW PV (L.11)

das ist die bekannte Zustandsgleichung des idealen Gases.

Weiterhin liefert die partielle Ableitung der Freien Energie nach der Temperatur die Entropie:

OF vV 3 2mmkgT 3
B vV 3 2mmkgT 5
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Wegen F = %N kT oder kgT = % entspricht dieser Ausdruck genau mit dem mikrokanonischen
Resultat (1.62).

Es bleibt noch das chemische Potential zu berechnen:

[ OF B vV 3 2rmkpT 1
uw= <8_N>T7V = kT [lnN + 2ln( [ > —|—1} NkgT < N)

N 3 h?
kBT |:1n V + Eln (727kaBT):|

/\3
kT In (NV) . (1.113)

Auch das entspricht genau dem schon bekannten mikrokanonischen Ausdruck (1.64).

Die hier gemachte Beobachtung, daf bei hinreichend groffen Teilchenzahlen (so groff, daf die

Stirling-Formel eine sehr gute Nédherung liefert) und entsprechend grofen Volumina die “kanoni-

schen” Resultate mit denen des mikrokanonischen Ensembles {ibereinstimmen, liefert ein Beispiel fiir

die Aquivalenz der thermodynamischen Ensembles im thermodynamischen Limes, d.h. im formalen

Grenzfall N — oo und V' — oo bei konstanter Dichte N/V: Wenn ein System sehr grof ist, fungiert

es praktisch als sein eigenes Wirmebad, so dafs das mikrokanonische und das kanonische Ensemble

ineinander iibergehen. Die Wahl des Ensembles ist dann lediglich eine Frage der (rechentechnischen)

ZweckméRigkeit.

Abschliefsend soll noch eine weitere einfache, aber sehr wichtige Anwendung des kanonischen Forma-

lismus behandelt werden:

e Fiir ein nicht unbedingt ideales Gas mit einem beliebigen Potential V (¢, ..., qn), das die Wech-

selwirkung zwischen den Teilchen beschreibt, also fiir ein System mit der Hamiltonfunktion

N o
p; - -
H(q,p) =) o TV N (1.114)
=1

erhélt man die Wahrscheinlichkeit dw(p) dafiir, ein klassisches Teilchen (z.B. dasjenige mit dem
Index “1”) im Impulsintervall zwischen p und p + dp zu finden, durch Ausintegration der unin-
teressanten anderen Impulse ps, ..., pn und aller Ortskoordinaten:

1
dw(p) = 5 Are= PP/ 2m) 2 qpy (I.115)

Die Berechnung des Normierungsfaktors Z geht aus von der bekannten Identitit

—+oo
/ dze 2" = \/E fira>0; (I.116)
o «@
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daraus erhalt man weiter

+oo 2 d 1
/ dea?e ™ = ——ra V2 = —\/ma3/? (I.117)
oo da 2
sowie
e a2 d1 5 3 9
/_Oo dz z®e™ " = —aiﬁofw = Z\/Ea_w . (I.118)

Die Benutzung des Integrals (I.117) erlaubt nun die Bestimmung von Z:

o0 1 o0
1= / dw(p) = = 477/ e~ FP*/2m)p2 qp
0 Z 0

S lﬁ (2mkgT)>/?
7 4
1

= —=(2mmkgT)*? . (1.119)
Z

Die resultierende Verteilung des Impulses der Gasteilchen,

dw(p) = (2rmkgT) ™3/ ?4n (376”2/(2’”)]92 dp, (I.120)

heifit Maxwell-Verteilung. Haufig betrachtet man auch die Verteilung der Geschwindigkeit

(“Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung”), die offenbar durch

3/2 2
dw(v) = (27:];T) exp (— 2TZ;)T> 4rv? do (I.121)

gegeben wird. Sie gilt in dieser Form fiir beliebige klassische reale Gase!

Den Erwartungswert fiir die kinetische Energie eines Teilchens eines solchen Gases erhilt man
dann mit Hilfe des Integrals (I.118):

2 e}
p 1 2
S d
<2m> 5 /O w(p) p
4 oo
_ (QﬂkaT)’3/22—7T e*ﬁp2/(2m)p4dp
m Jo
2m 3
= (2rmkpT)™3/? % VT (2mhpT)*?
3
= kaBT—
4m

= ngT : (1.122)

Fiir ein ideales Gas ist die gesamte Energie F = (H) kinetischer Natur; in diesem Sonderfall
erhiilt man sofort das Resultat (I.108) zurtick.
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[.6 Thermodynamische Potentiale und das groflkanonische En-

semble

Bisher wurden die thermodynamischen Potentiale S(E,V,N), E(S,V,N) und F(T,V, N) eingefiihrt,

wobei

F(T,V,N):E(S(T,V,N),V,N)—TS(T,V,N) (I.123)
mit
OF
T = <%)v.zv (I.124)

durch eine Legendre-Transformation aus E(S,V,N) hervorgeht. Die Wirkungsweise dieser Trans-
formation 14Kt sich im Differentialkalkiil besonders einfach {iberblicken: Unter Verwendung der
Gibbs’schen Form (1.69) hat man ja

dF = dE-TdS - SdT
= (TdS — pdV + pdN) — TdS — SdT
= —SdT — pdV + pdN . (1.125)

Aus dieser Form ist zunichst erkennbar, daf T, V und N die “natiirlichen” Variablen von F' bilden.

Weiterhin konnen auch die partiellen Ableitungen von F' nach diesen Variablen sofort abgelesen werden:

oOF oOF oOF
et —— - — - — I.12
(aT)%N . (aV>T7N P (mv)T,v . (1126)

wie bereits aus den Gln. (I1.99) bekannt ist.

Ebenso wie man durch den Variablenwechsel S — T von dem Potential E(S,V, N) zu dem Potential
F(T,V,N) gelangt, kann man auch durch einen Variablenwechsel V' — p ein neues Potential einfiihren:

Wegen

OF
(3_V)S,N - (L.127)

konstruiert man dazu die Grofse
H(S,p,N)=E(S,V(S,p,N),N) +pV(S,p,N), (I.128)

die als Enthalpie bezeichnet wird. Fiir ihr Differential gilt

dH (TS — pdV + pdN) + pdV + Vdp

TdS + Vdp + pdN ; (1.129)
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daher findet man nach bekanntem Muster die Beziehungen

6H> <8H) <6H)
it =7 , (= =V ., (=] =u. (L.130)
(aS o o ) s oN ),

Fiir Prozesse, die bei konstantem Druck und konstanter Teilchenzahl ablaufen, gilt nach Gl. (I1.129)
der Zusammenhang dH = TdS = 6Q, d.h. die Anderung der Enthalpie ist bei isobarer Prozeffiihrung

ohne Teilchenaustausch gleich der iibertragenen Warme.

Schliefslich kann man erneut von dem Potential E(S,V,N) ausgehen und beide Variablenwechsel
S — T und V — p gemeinsam vornehmen; dann erhélt man die “Gibbs’sche Freie Energie” oder
das Gibbs’sche Potential G(T,p, N) = E — TS + pV: Es gilt

dG

(TdS — pdV + pdN) — TdS — SdT + pdV + Vdp
—SdT + Vdp + pdN | (1.131)

und folglich auch

8G) <8G> <8G>
- =-S , -— =V _— =pu. (1.132)
(8T p,N 8;0 TN ON Tp

Bei konstantem Druck und konstanter Temperatur wird die Anderung des Gibbs’schen Potentials durch
dG = pdN, also durch den Teilchenaustausch gegeben.

e Eine {iberaus niitzliche Merkhilfe, ndmlich das auf der folgenden Seite abgebildete Bornsche
mnemonische Diagramm, fafst in kompakter Form diejenigen partiellen Ableitungen der ther-
modynamischen Potentiale E(S,V,N) =U(S,V,N), F(T,V,N), H(S,p,N) und G(T,p, N) zu-
sammen, bei denen die Teilchenzahl N konstant gehalten wird:

An den Seitenmitten dieses Bornschen Quadrates steht ein thermodynamisches Potential, um-
rahmt von seinen “natiirlichen” Variablen (wie etwa F' = F(T,V, N) ). Die partielle Ableitung
eines Potentials nach einer der Variablen findet man an derjenigen Ecke, die dieser Variablen
gegeniiberliegt, und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn man diese Ecke in Pfeilrichtung er-

reicht, sonst mit negativem. So sieht man z.B. sofort

oU oG
o — 4T )~ :
(85)‘/’]\, + , (8T)p,1v S , usw

Die Anordnung der Symbole an diesem Quadrat 14t sich mit Hilfe sinnreicher Merkspriiche leicht

einprigen. Ein sehr beriihmtes Beispiel, von unten im Uhrzeigersinn zu lesen:
Good physicists Have Studied Under Very Fine Teachers

— eine Suche in der freien Enzyklopédie “Wikipedia” zum Thema “Merkspriiche” fordert noch
weitere teils skurrile, aber beliebte Eselsbriicken zutage.
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S U v
HF----- - - - - F
p G T

Abbildung I.3: Das Bornsche Quadrat. Die thermodynamischen Potentiale U=F, H, F und G stehen an
den Seitenmitten, ihre jeweiligen natiirlichen Variablen an den Ecken. Gelangt man von einer Variablen
in Pfeilrichtung zu der gegeniiberliegenden Ecke, findet man dort die positive partielle Ableitung nach
dieser Variablen; geht man entgegen der Pfeilrichtung, findet man die negative. Die Maxwell-Relationen
erhilt man durch Spiegelung an den Mittellinien; ein negatives Vorzeichen tritt auf, wenn bei dieser

Spiegelung die Pfeilrichtungen umgedreht werden.

Aus der Gleichheit der gemischten zweiten Ableitungen eines thermodynamischen Potentials folgen die

sogenannten Maxwell-Relationen. Beispiele dafiir sind

orN  _(2UN (U N (O (1.133)
WV )sn \OVOS)y \0SoV)y ~\05),y '

95\ __(OFEN __(OF N _(op (L134)
OV )pn  \OVIT)y  \9TOV )y \OT) ' ‘

e Auch diese Relationen kénnen unmittelbar aus dem Bornschen Quadrat abglesen werden: Die

oder

abzuleitende Grofse findet sich an einer Ecke, die Variable, nach der abgeleitet wird, an einer
benachbarten Ecke; die (von N verschiedene) festzuhaltende Variable ist dann an der folgenden
Ecke zu finden. Das Resultat ergibt sich durch Spiegelung an derjenigen Mittellinie, die parallel
zu der Verbindung der ersten beiden Ecken verlduft; ein negatives Vorzeichen tritt auf, wenn sich
bei dieser Spiegelung die Pfeilrichtungen umkehren.

Natiirlich sind auch Legendre—Transformationen erlaubt, die einen Variablenwechsel N — p einschlie-
fen. Besonders interessant ist dann das Potential, das von 7', V und p abhingt; es besitzt keinen be-
sonderen Namen und soll hier mit K (T, V, ) bezeichnet werden. (Zur Erinnerung: Ein Potential, das
von den drei intensiven Variablen T, p und p abhéngt, ist aufgrund der Gibbs—Duhem-Beziehung (I1.81)
nicht moglich!) Zur Konstruktion dieses Potentials geht man erneut aus von der Gibbs’schen Form

dE = TdS — pdV + pdN | (L135)
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benutzt die neuen Variablen

oF oF
il —-T _—_— = L1
(8S>V,N und (azv)s,v & (1.136)

und konstruiert das gewiinschte Potential

K(T,V,p) = E(S(T,V.p), V.N(T, V. p)) = TS(T V. s) — uN(T,V, ) (1137)
Sein Differential lautet offenbar

dK = —-SdT — pdV — Ndpu (I.138)

also gilt weiter

0K 0K 0K
g _ = - _ - =_—N. I.1
(W)W 5 (aV)T,M P (em)w (L.139)

Man erkennt aus der Tatsache, daf nun die Variablen 7', V und p vorgegeben sind, daf dieses Po-
tential K(T,V,u) ein System in Kontakt mit einem Reservoir beschreibt, mit dem es Energie und
Teilchen austauschen kann; dieser kombinierte Energie- und Teilchenaustausch ist charakteristisch fiir

das grofkanonische Ensemble. Sowohl die Energie als auch die Teilchenzahl der einzelnen Ensemble-

mitglieder fluktuieren; die Temperatur 7" und das chemische Potential y werden dem System dagegen
vom Reservoir aufgeprégt.

Um die Verteilungsfunktion o w.(¢,p; N) fiir dieses Ensemble zu finden, kdnnen die bereits in Ab-
schnitt (I.4) fir das kanonische Ensemble benutzten Argumente direkt tibertragen werden: Man be-
trachte ein System (Index “1”) in Kontakt mit einem Warme- und Teilchenreservoir (Index “2”), wobei
das Gesamtsystem (also “System -+ Reservoir”) abgeschlossen sein soll und somit der mikrokanoni-
schen Statistik unterliegt. Die konstante Gesamtenergie sei Fy, die konstante Gesamtteilchenzahl Ng.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines bestimmten Mikrozustandes des Systems mit den Zu-
standsvariablen Fy, V;, Nj ist proportional zur Anzahl der Realisierungsmdglichkeiten des Reservoirs
bei der Energie Es = Ey — F7 und der Teilchenzahl No = Ny — Ny:

05.8.(¢, p; N1) o< Qo (B2, Va, No) = exp (S2(Eo — E1, Va, No — N1)/kB) . (1.140)

(Dabei liefert natiirlich der Phasenraumpunkt (g, p), eingesetzt in die Nj-Teilchen-Hamiltonfunktion
des Systems, den Wert E;.) Da Ey > E;7 und Ny > Ni, kann die Taylorentwicklung der Reservoir-
entropie erneut nach den linearen Gliedern abgebrochen werden:

DSy DSy
Sy(Ey — By, Ng — N1) = Sa(Eo, No) — By ——=| — Ny —==| +.... 1.141
2( 0 1 0 1) 2( 0 0) 1 8E2 5 1 8N2 N ( )
Mit
DS, 8S.| 1
0By |p, —~ 0Ea|p, T (1142)
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und

05
0Ny

95

~ 9220 _ K 1.143
o, (1.143)

No

findet man nach Einsetzen der Entwicklung (I.141) in die Proportionalitét (I.140) und anschliefsender
Normierung sofort die grofkanonische Verteilungsfunktion

Er M) , (L.144)

( 'N ) — ; € e —
Og.EA\q, P; V1) = Z(Qﬂh)gNlNll *Pp kT kgT

wobei der Normierungsfaktor Z = Z(T,V, 1) als grokfkanonische Zustandssumme bezeichnet wird:

%) 1 B .
Z(T,V,u) = Z (27T7L)3NN! /dqu dnge AH(@P)=pN) (I.145)
N=0

Auch diese in den jeweiligen Phasenrdumen der N-Teilchen-Systeme “verankerte” Grofke besitzt eine
unmittelbare Verbindung zu experimentell leicht zuginglichen, makroskopischen Variablen: Fiir “grofse”
Systeme wird die grofkanonische Verteilung (I.144) durch die wahrscheinlichsten Mikrozusténde so gut
wie ausgeschopft; deren Anzahl ist Q4 (E7, Vi, N1) = exp (Sl(El, i, Nl)/kB). Damit hat man in sehr
guter (Maximums-)Naherung

S 1
1

(Man vergleiche die Begriindung dieser grofkanonischen Beziehung mit der vollig parallellaufenden
Argumentation, die zu der kanonischen Gleichung (I.101) fiihrte!) Unter Verwendung der thermo-
dynamischen Identitdt (I.79), also

E=TS—pV + uN ,
wird daraus nun

pV
InZ=-—. 1.147
nZ=q-7 (1.147)
Diese Gleichung gewéhrleistet flir das grofkanonischen Ensemble den Anschluff der mikroskopischen
Theorie an die phdnomenologisch bekannten Grofsen und iibernimmt damit hier die Rolle, die die
analoge Beziehung “F = —kgT In Z” im kanonischen Ensemble spielte.
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1.7 Materialgrofien

In den Anwendungen der Thermodynamik interessiert man sich vor allem fiir Grofen, die ein bestimm-
tes Material charakterisieren und experimentell leicht zu messen sind. Die wichtigsten davon sollen hier
kurz aufgelistet werden:

1. Die spezifische Warmekapazitit bei festem Volumen (und fester Teilchenzahl) Cy/,

oS 0%F
Cy=T|—=— =-T|— 1.148
Y <8T)V,N <8T2)V,N’ R
sowie die spezifische Warmekapazitét bei festem Druck C,,
oS 0%G
C, =T (_> — T <_) , (1.149)
b ), n r? ), n

geben die Warmemengen an, die bei Konstanthaltung des Volumens bzw. des Druckes, also
bei isochorer bzw. isobarer Zustandsdnderung, fiir eine Temperaturdnderung des vorliegenden
Materials erforderlich sind.

2. Der thermische Expansionskoeffizient o beschreibt die “Reaktion” des Volumens auf eine Tem-

peraturdnderung bei festem Druck:

1 (GV)
a=— (%= . (L.150)
v\er),y

Das natiirliche Potential bei Vorgabe der Variablen 7', p und N ist das Gibbs’sche Potential
G(T,p, N); fiir dieses gilt bekanntlich

Damit erhélt man zunéchst

1 [ 0°G
== | == . 1.152
“Tv (aTap) N (1152)
Vertauschung der zweiten Ableitungen entspricht nun der Maxwell-Relation
ov oS
(_> = — <_) : (I.153)
oT N Op TN
also gilt auch die alternative Darstellung
1
a=—= <8—S> . (I.154)
V \ 9p TN

Durch Messung des thermischen Expansionskoeffizienten erhélt man daher Informationen iiber
die Druckabhéngigkeit der Entropie.
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3. Der isochore Spannungskoeffizient 3,

_1l(o
B = , <5T)V,N ; (1.155)

beschreibt die Antwort des Druckes auf eine Temperaturdnderung bei festem Volumen.

4. Die isotherme Kompressibilitdt xpr quantifiziert die Reaktion des Volumens auf eine Druckinde-

rung bei fester Temperatur:

1 [0V
_ 1oV : 1.156
T \% ( dp >T’N ' ( )
bei Beriicksichtigung der Gl. (I.151) wird daraus
1 (0°G
=—= | == . I.157
" 14 ( op? >T,N ( )

Analog dazu beschreibt die adiabatische Kompressibilitét xg die Volumenantwort bei Druck-

anderung unter der Bedingung konstanter Entropie:

1 fov
RS = —V (8_p>S7N . (1158)

Zwischen diesen Materialgrofien existieren universelle Zusammenhinge, die unmittelbar aus den ther-
modynamischen Grundbeziehungen folgen und daher fiir jedes beliebige Material erfiillt sein miissen;
die experimentelle Uberpriifung dieser Zusammenhiinge stellt somit einen wichtigen Test der Theorie
dar. Experimentell gut zugingliche Materialgrofien sind insbesondere die Wérmekapazititen: Wegen
dE =7TdS — pdV + pdN hat man zunéchst

cv-1(5) ~(5%) - (L159)
or)yn or)y
Wegen dH = TdS + Vdp + pdN gilt andererseits
08 oH
o-1(5) =(5) (1160)
b ), n ),

Man beachte: Die hier benutzte Groke H(T,p, N) ist kein thermodynamisches Potential, sondern
entsteht aus dem Potential H(S,p, N) durch Einsetzen von
0G
S(T,p,N) = — (—) : (1.161)
or ),

Dann ist, wie schon aus Gl. (I.160) bekannt,

6H> (8H> (as> (as>
— = (== — =T (== . (1.162)
(aT o~ \as)  \or) aT ),

s
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Nun gilt bei fester Teilchenzahl N
TdS = dE+pdV

OF OF
= P T _—
<6T>de " <8V>1N+p

Die hier benétigte partielle Ableitung, die die Volumenabhangigkeit der Energie beschreibt, fithrt man

av . (1.163)

mit folgender, fiir die Thermodynamik typischen Uberlegung auf leichter zugéngliche Gréfen zuriick:
1 (OFE 1

Da das Differential
oF
dS == =— dT + = || =—
T<6T>MN +T‘<8V)1N+p

exakt ist, sind die gemischten zweiten Ableitungen von S vertauschbar. Man findet daher

av (L164)

1o o fieEy
Tovor — T |T\oV),n T
v V,N
1 (OF 1 0°E D 1 /op
= ——= | == = - =+ == I1
T (av)m “Torov T2 T <8T)V7N : (1.165)
und daraus sofort die gesuchte Beziehung
OF Op
— =T | — —D. 1.166
(aV)nN (6T>WN g e

Einsetzen in Gl. (1.163) sowie Benutzung der Zustandsgleichung V = V(T p) liefert dann

OF Op ov ov
TdS = | — dT+T(—> <—> dT + <—> d
<8T)V,N or V,N or p,N op T,N P

Fiir eine Temperaturdnderung bei festem Druck folgt

oS oOE Op ov
(%) =(52) +r(5) (%) (L168)
or), n or)yn or )y \0T ),

also mit den Gln. (I.159) und (I1.160)

B dp oV
%‘CV“T<MJWN&WXW

p oT v\ 2
d (a—T)V,N (W)M (a?)w ' (1.169)

(L.167)
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Betrachtet man nun das p—V-Diagramm des Materials, so definiert darin jede Isotherme eine Funktion,
die die Abhéngigkeit des Volumens vom Druck bei fester Temperatur beschreibt. Die Ableitung dieser
impliziten Funktion wird gegeben durch (Ubungsaufgabe!)

; (1.170)

(8\/) _ (%)V,N
TN

8_]7 (g_g)p,N

was gerne in der bequem zu merkenden Form

8p> (8T> <8V>
— — — =-1 1.171
(8T V,N ov p,N op TN ( )

angegeben wird; daraus folgt

p oT )
(8T>V,N (3V),,,N_ <8V)T7N' (L.172)

Mit dieser Beziehung erhélt man aus Gl. (1.169) sowie den Definitionen (I.150) und (I.156) schlieflich

einen ersten universellen Zusammenhang zwischen verschiedenen Materialgrofen, ndmlich

op ov\ 2
_ - _7(=£ -
Cr-Cv (6V>T,N (8T)p,N

dp 2 2
= —T B —
(6V>T,NV “

TVa?
_ H“, (1.173)
T

Zustandsdnderungen ohne Wéirmeiibertrag werden adiabatisch genannt. Es gibt unter Umsténden
mehrere adiabatische Zustandsinderungen, die einen gegebenen Anfangs- und Endzustand verbinden,
aber stets ist nur eine davon reversibel, d.h. verlauft ohne Entropieproduktion. Die reversible Adiabate
(d.h. die Kurve im Zustandsdiagramm, die die adiabatisch-reversible Zustandsinderung angibt) wird
als Isentrope bezeichnet.

Nun gilt nach Gl. (I.163) und Gl. (1.166)

ras = cyar+1 (2} av; (L.174)
aT ) »

daraus folgt fiir die reversible Adiabate

B dp oV
Cv=-1 (8T>V,N (aT)s,N ' (L17)
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Eine dhnliche “Adiabatengleichung” 14t sich auch fiir Cp aufstellen: Bei konstanter Teilchenzahl gilt
nach Gl. (1.129)

TdS = dH —-Vdp

8H> (8H>
=) ar+|(=) -V
<8T o, N Ip T,N

Ein “Exaktheits”™Argument dhnlich dem, das auf die Beziehung (I.166) fithrte, liefert den Koeflizienten
der Druckabhingigkeit der Enthalpie (Ubungsaufgabe!):

dp . (I.176)

OH oV
— =V-T(—=— . 1.177
( dp )T,N <8T>p,N ( )
Es folgt
TdS =CpdT — T <8—V> dp ; (I.178)
oT pN

das ergibt fiir die reversible Adiabate die Gleichung

ov Op
Cp=T <_> (_> . (L179)
or ),y \OT ) s

Fir das Verhiltnis v = C,/Cy von isobarer und isochorer spezifischer Warmekapazitit findet man
damit einen weiteren universellen Zusammenhang;:

o G (%),
Vo e (B),,
G ()
G (),

- T (1.180)

Aus der Elastizitéatstheorie ist bekannt, dafs die Schallgeschwindigkeit ¢ in einer Substanz durch deren
Dichte p und die adiabatische Kompressibilitit gegeben wird (Schallschwingungen verlaufen so schnell,

dafs wéhrend der Kompression des Materials praktisch kein Wéarmeaustausch mit der Umgebung statt-
findet):

1 Cp 1
c=y\|— =}/ =——. I.181
ksp \ Cv krp ( )
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Daher kann insbesondere der Quotient v = C,/Cy durch Messung der Schallgeschwindigkeit bestimmt
werden, wenn die isotherme Kompressibilitit und die Dichte des Materials bekennt sind.

Abschlieftend sollen noch die universellen Beziehungen zwischen den Materialgrofsen fiir das Beispiel
des idealen Gas explizit iiberpriift werden:

o Fiir ein ideales Gas erhélt man aus der Energie-Temperatur-Beziechung E = %N kT nach
Gl. (1.182) die konstante (temperaturunabhéngige) isochore Wiarmekapazitét
3

Cv = S Nks . (1.182)

Insbesondere besitzt ein Mol eines idealen Gases die molare Warmekapazitit

3 3
Cy = §NA]CB = ER y (1183)

wobei R = Nakp = 8,31441 J/(mol K) die Gaskonstante bezeichnet.

Aus H = E + pV = 2NkgT + NkgT = 2NkgT und Gl (I.160) erhélt man weiter die isobare
Warmekapazitét

5
Cp= 5 Nks . (1.184)

Der thermische Expansionskoeffizient « ergibt sich mit Hilfe der Zustandsgleichung pV = NkgT

.- ()
vV \or N

1 O(NkpT/p)
vVooor
Nkg

pV

1

= — 1185
= (1.185)

zu

die isotherme Kompressibilitit ist

o = L (OV
T_VapTJV

1 O(NkgT/p)
R
NkgT

p?V

1
1 1.186
p (L.186)



48

KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Daraus erhélt man mit Gl. (I.173) den Zusammenhang

TVa?
C,—Cy = —2
RT
_ TVp  NksT
- = = —— = N, (L.187)

in Ubereinstimmung mit den GI. (1.182) und (1.184).
Schliefslich ergibt sich fiir den Quotienten (I.180)

Cp C, —Cy
L - X _~¥ 11
Cv o
Nkg 5
= 1 = 2, 1.188
3Nkg * 3 (1.188)

wie ebenfalls aus den Gl. (I.182) und (I.184) auch direkt abzulesen ist.



Kapitel 11

Formulierung der

quantenmechanischen Statistik

In der (semi-)klassischen statistischen Mechanik wurde die Zahl der akzessiblen Mikrozustinde eines
isolierten Systems dadurch ermittelt, daf das energetisch erlaubte Phasenraumvolumen Q(E, V,N) in
“Zellen” der GroRke (27h)/ eingeteilt wurde, wobei f = 3N die Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet; jede
solche Zelle entspricht einem Zustand. Postuliert man weiter, daf Permutationen identischer Teilchen
keine neuen Mikrozusténde liefern, ergibt sich die zentrale Beziehung (I.18) der mikrokanonischen
Gesamtheit,

_ 3N _ 33N
UV, ) = (2mh)3N N /H(q,p)<Ed 14D

Beide Bestandteile des Normierungsfaktors — die Zahl der Permutationen N! und das “Zellenvolumen”
(27h)3N — weisen jedoch bereits darauf hin, daf eine systematische Begriindung der Statistik auf der
Quantenmechanik aufbauen muf. Dann aber sollte die Zahl der erlaubten Quantenzustinde im mikro-
kanonischen Ensemble anhand des exakten Spektrums der Energieeigenwerte korrekt abgezéhlt und
nicht aus dem Phasenraumvolumen grob abgeschétzt werden. Insbesondere kann eine quantenmechani-
sche Theorie nicht auf Phasenraumverteilungsfunktionen aufbauen, da das Konzept des Phasenraums
in gleicher Weise auf Ort und Impuls der Teilchen Bezug nimmt. An die Stelle der Phasenraum-
verteilungsfunktion tritt daher in der Quantenstatistik ein neues Objekt, ndmlich die Dichtematrix.
Dagegen konnen viele der Ideen, die die Verbindung zwischen der mikroskopischen Dynamik und den
makroskopisch zugénglichen thermodynamischen Variablen herstellen (die Verwendung statistischer
Gesamtheiten, die Entropie als Maf fiir die Anzahl der akzessiblen Zustinde, der Zusammenhang zwi-
schen kanonischer Zustandssumme und Freier Energie, ...) ungedndert ibernommen werden. Neue,
“quantenspezifische” Phinomene treten vor allem in solchen Vielteilchensystemen auf, in denen die
Ununterscheidbarkeit der Teilchen entscheidend und die “ad-hoc-Korrektur” der Zustandszahl durch
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den Faktor 1/N! unzureichend wird: Wenn némlich die Zahl der zur Verfiigung stehenden Zusténde
relativ klein wird, werden die Eigenschaften eines Systems wesentlich davon abhéngen, ob ein Zustand
mehrfach besetzt werden kann oder nicht; bosonische Vielteilchensysteme verhalten sich daher bei

tiefen Temperaturen deutlich anders fermionische.

I1.1 Quantenmechanische Ensemble-Theorie: Die Dichtematrix

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist ein quantenmechanisches System (z.B. ein Gas, dessen
Bestandteile quantenmechanisch beschrieben werden), dessen Dynamik durch einen Hamiltonopera-
tor H bestimmt werde. Um seine thermodynamischen Eigenschaften zu untersuchen, betrachtet man
statt des einen tatsiichlich vorliegenden Systems eine statistische Gesamtheit von N “Kopien” dieses
Systems, wobei jede Kopie dem gleichen Makrozustand entsprechen und der gleichen Schrédinger-
gleichung gehorchen soll:

ih%wk(r,t) = HY*(e,t) 5 k=1,...,\. (IL.1)

Hier bezeichnet ¢*(r,t) die Wellenfunktion des k-ten Ensemblemitgliedes; natiirlich wird A > 1
vorausgesetzt, um eine “gute Statistik” zu erhalten. (Das Argument r der Wellenfunktionen steht fiir
die Gesamtheit aller Orts- und Spinkoordinaten: Man behalte im Hinterkopf, daf ¥*(r,¢) eventuell ein
hochkompliziertes Vielteilchensystem beschreibt!)

Alle Wellenfunktionen werden nun nach einer geeigneten Basis {p,(r)} entwickelt, deren Elemente

durch einen Index n unterschieden werden:
Gt = S ak (1) ulr) - (IL.2)

In konkreten Anwendungen kann dieser Index auch kontinuierlich sein. Die hier auftauchenden Ent-
wicklungskoeffizienten lauten dann

ah(t) = [dr i) wt et (13)
wobei d7 das (evtl. hochdimensionale) Volumenelement bezeichnet. Damit ist |a” (¢)|? die (rein quanten-

mechanische) Wahrscheinlichkeit dafiir, das k-te Ensemblemitglied zum Zeitpunkt ¢ im Zustand n zu
finden; insbesondere gilt

Do lan@®)F =1 (IL.4)

fiir alle Ensemblemitglieder k& und alle Zeitpunkte t.
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Sind diese Entwicklungskoeffizienten a” () bekannt, kann der quantenmechanische Erwartungwert einer
Observablen A fiir jedes Ensemblemitglied angegeben werden:

WHOIAWF (1) = /Hr¢”YwAwWw
§jazﬂwaﬁa>(/ﬁTw;Awn)

3 ak (ak (1) A (IL5)

wobei Ay, = [d7 ¢, Apy, ein Matrixelement des Operators A in der gegebenen Basis bezeichnet.
k

Die Ensemble-Verteilung der Koeffizienten a,,

(t) spiegelt nun die thermischen Eigenschaften des Sys-
tems wider; ist zum Beispiel das System sehr heifs, werden “energetisch hochliegende” Zustinde mit
viel groferer Wahrscheinlichkeit besetzt als der Grundzustand. Aufgrund der thermischen Dynamik
konnen diese Koeffizienten und damit auch der Erwartungswert (I1.5) fiir ein einzelnes Ensemblemit-
glied sowohl im Laufe der Zeit als auch von Mitglied zu Mitglied stark fluktuieren. Aussagekraft erhélt

daher erst der thermisch-quantenmechanische Erwartungswert, d.h. das Ensemblemittel

N
()= 1 303 b (ak () A (116)

k=1nm

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dafs die einzelnen Ensemblemitglieder voneinander voéllig unabhén-
gig sind; die Summation iiber k, die hier die Ensemblemittelung bewirkt, hat also nichts mit einer
kohérenten Superposition zu tun! Definiert man nun die Dichtematrix g, (t) des betrachten Systems
durch die Gleichung

1 N *
onm(t) = 27 > an(t)ay, (1), (IL.7)
k=1

so enthilt dieses Ensemblemittel konstruktionsgeméf die gesamten thermischen Eigenschaften des

Systems, und der Erwartungswert (I1.6) erhélt die bequeme Form

n

tr (0A) . (I1.8)

Hierbei bezeichnet tr (pA) die Spur (“trace”) des Operators pA. Man beachte, dafs diese Darstellung
wegen der Invarianz der Spur unter unitéren Transformationen unabhéngig von der gewihlten Basis
ist. Man kann also auch ohne Riickgriff auf eine spezielle Basis einen Dichteoperator ¢ definieren,
dessen Matrixelemente g,,, beziiglich einer gegeben Basis dann eine Dichtematrix bilden.



52 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIK

Der Dichteoperator ist das zentrale Objekt der quantenmechanischen Statistik; er ersetzt die Phasen-
raumverteilungsfunktion (bzw. die “Phasenraumdichte”, daher der Name!) der klassischen Statistik: Die
quantenmechanische Gleichung (I1.8) ist das Gegenstiick der klassischen Beziehung (I.4). Der Dichte-
operator besitzt einige Eigenschaften, die unabhéngig von der genauen Spezifikation des Ensembles

giiltig sind. Offenbar ist er “normiert”, d.h.

N
o = Yom = X O k)P
n n k=1
1 N
- Z 1
k=1

, (1L.9)

[
s

wobei diese Normierung auf die fiir jedes einzelne Ensemblemitglied giiltige G1. (I1.4) zuriickzufiithren
ist. Gelegentlich ist es bequem, auch mit nicht-normierten Dichtematrizen zu arbeiten; dann ist die
Gl. (I1.8) durch

tr (0A)

(== (11.10)

zu ersetzen.

Der Dichteoperator tibernimmt gemifs der Definition (I1.7) die Zeitabhéngigheit der Entwickungskoef-
k

fizienten a;

(t) und kann daher auch im hier zugrundeliegenden Schrédingerbild explizit zeitabhingig
sein. Um nun eine Gleichung fiir seine Zeitentwicklung zu erhalten, wird die Matrixdarstellung der
Schrédingergleichung herangezogen, die ja die Zeitentwicklung der Koeffizienten bestimmt:

ihak(t) = in / dr o (1)

- ZHnmaf‘n(t) , (I1.11)

wobei die Groken H,,,,, = f dr @fLH ©m wie iblich die Matrixelemente des Hamiltonoperators in der
gegebenen Basis bezeichnen. Daraus ergibt sich sofort die gesuchte Gleichung fiir die Zeitentwicklung

der Dichtematrix:

. N
houn(t) = 0 O (a0 al o)+ ak0)ak )
k=1
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1 N * *
3 (3 (st - kot

l

= (Hg - QH)nm , (I1.12)

wobei die Hermitizitit von H ausgenutzt wurde, H*, = Hj,. Es gilt daher (in darstellungsfreier
Schreibweise) die von Neumann-Gleichung

iho = [H, d (IL13)

die in der Quantenstatistik an die Stelle der Liouville-Gleichung (I.5) fiir die Verteilungsfunktion eines

klassischen Systems tritt.

e Zur Klarstellung: Die von Neumann-Gleichung (I1.13) ist sorgfiltig von der Bewegungsgleichung
eines Heisenberg-Operators zu unterscheiden. Ist ndmlich A ein nicht explizit zeitabhingiger
Operator im Schrodingerbild und

Ap(t) = efIt/h ge=iHt/N (IL.14)

seine Darstellung im Heisenbergbild, so gilt

%AH = %eth/h(HA—AH)e*th/h
= LI AN (IL15)
oder
—ihAy = [H, Ag] . (IL.16)

Der Unterschied zwischen dieser Heisenberg-Bewegungsgleichung (I1.16) und der von Neumann-
Gleichung (II.13) besteht nicht nur in dem abweichenden Vorzeichen: Die von Neumann-
Gleichung bezieht sich auf das Schrédingerbild, da die Dichtematrix (II.7) im Schrédingerbild

eingefiihrt wurde und bereits hier eine explizite Zeitabhingigkeit trigt!

Im Gleichgewicht gilt nun g¢,, = 0 und daher auch [H, o] = 0: Der Gleichgewichts-Dichteoperator
kommutiert mit dem Hamiltonoperator des Systems. Folglich 14t er sich als Funktion von H darstellen,
0 = o(H). Wenn daher die Basis {y,} durch die Eigenbasis von H gegeben wird, dann ist in dieser
“Energiebasis” H und folglich auch o(H) diagonal:

Onm = On Onm in der Energiedarstellung . (I1.17)
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Die Diagonalelemente g,, hingen von den Eigenwerten von H ab; die genaue Form dieser Abhéngigkeit
wird durch die Art des Ensembles bestimmt: Fiir ein isoliertes System, also ein mikrokanonisches
Ensemble, miissen die Diagonalelemente die gleiche a priori-Wahrscheinlichkeit aller Mikrozustdnde
widerspiegeln, fiir ein offenes System dagegen den thermischen Kontakt mit der Umgebung bzw. den

Teilchenaustausch zum Ausdruck bringen.

I1.2 Der Dichteoperator fiir die verschiedenen Ensembles

I1.2.1 Das mikrokanonische Ensemble

Alle Mitglieder eines mikrokanonischen Ensembles haben feste Teilchenzahl N, festes Volumen V' und
eine Energie zwischen F — AF und E, wobei die “Energieschale” als diinn vorausgesetzt wird, AE <
E. Die Gesamtzahl der nun quantenmechanisch korrekt abgezihlten Mikrozusténde, die mit diesen
Bedingungen vertriiglich sind, sei Q(E,V, N).! Im mikrokanonischen Ensemble unterliegen alle diese
Zustéande, wie schon in der klassischen Statistik, dem Postulat der gleichen a priori-Wahrscheinlichkeit:
Es gibt schlieflich keinen Grund, warum einer der akzessiblen Zustédnde mit groferer Wahrscheinlickeit
besetzt werden sollte als ein anderer. In der Energiedarstellung, in der ja die Dichtematrix diagonal

ist, gilt also

Onm = Qnénm (1118)
mit

(I.19)

] & fiir jeden akzessiblen Zustand
on 0 sonst .

Nachdem 2 unter Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen quantenmechanisch
exakt ermittelt worden ist, berechnet sich die mikrokanonische Entropie weiterhin zu S = kg In 2. So-
fern der Grundzustand des betrachteten Systems nicht entartet ist, findet man dann fiir verschwindende
Anregungsenergie E sofort

Q-1 fir £ — 0, (I1.20)
also auch
S=kplnQd—0 fir E—0. (IL.21)

Der “dritte Hauptsatz der Thermodynamik” (das Nernstsche Theorem: “Die Entropie eines ungemisch-
ten kondensierten Stoffes im thermodynamischen Gleichgewicht ist am absoluten Nullpunkt eine uni-

verselle Konstante, die Null ist”) erklart sich daher von selbst.

!Man darf allerdings nicht mehr in jedem Fall davon ausgehen, daf die Dicke AE diese Zahlung nicht wesentlich
beeinfluft. Sofern AE nicht schon durch die Problemstellung vorgegeben wird, ist daher Vorsicht geboten.
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Eine Situation, in der das System nur einen einzigen Zustand besetzt, so daf 2 = 1, heifst “rein”.
In einem solchen Fall wird die Konstruktion eines Ensembles letzten Endes {iberfliissig, da sich jedes
Ensemblemitglied im gleichen Zustand befinden muf. Es gibt dann in der Energiedarstellung nur
ein einziges Diagonalelement g,,,, welches von Null verschieden (und daher gleich 1) ist; die Dichte-
matrix eines reinen Zustandes ist daher ein Projektionsoperator. Ein solcher “Projektor” gehorcht der
Gleichung

0 =o. (I1.22)

Da alle Wellenfunktionen, die sich nur um einen “overall’-Phasenfaktor unterscheiden, den gleichen
Zustand représentieren, ist ein solcher Phasenfaktor die einzige Freiheit, die den Ensemblemitgliedern
bei Vorliegen eines reinen Zustandes noch bleibt. Daher gelten dann in jeder Basis Beziehungen der
Form

a® = a, exp(iv*) , (I1.23)

wobei 9% die spezifische Phase des k-ten Ensemblemitgliedes ist. Da jedoch diese Phasen aus der
Dichtematrix herausfallen, kann das Ensemblemittel wie erwartet auf ein Einzelsystem zuriickgefiihrt
werden:

1
Onm = 77 aﬁaf’n* =ana, . (I1.24)

k=1

Das bedeutet nun

(QQ)nm = Z OnlOim
l
= Z anawal,
l

*
m

Onm (1125)

= apa

die Projektorgleichung ¢? = o fiir die Dichtematrix eines reinen Zustandes gilt also in jeder Darstellung.

Falls dagegen €2 > 1, spricht man von einem “Gemisch”. Die auf den Unterraum der akzessiblen Zustan-
de eingeschrinkte Dichtematrix wird dann in der Energiedarstellung durch (1/Q) 1 gegeben, wobei 1
die Einheitsmatrix auf diesem Unterraum bezeichnet. Da Vielfache der Einheitsmatrix mit allen ande-
ren Matrizen kommutieren, dndert sich die Dichtematrix bei einem Basiswechsel, der den akzessiblen
Unterraum invariant 1afst, nicht; sie muf also auch in allen anderen so erzeugten Darstellungen diagonal

sein.

Die Forderung nach gleicher a priori-Wahrscheinlichkeit fiir alle akzessiblen Zustinde verlangt fiir diese
anderen Darstellungen nun Beziehungen der Form

ay, = |a| exp(id}) , (11.26)
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wobei |a]? = 1/, und im Unterschied zu Gl (I1.23) hier Phasen auftreten, die mit dem Index n des
Basiselementes variieren. Es folgt dann

1 N *
Onm = NZafLafn

]. . k k
= = Z |a|? e!(Vn=Vm)
N k=1
_ |a|2 <ei(19ﬁ—19fn)>
= a*bpm , (I1.27)
sofern die Phasen zuféllig verteilt sind und daher bei der durch (. ..) angedeuteten Ensemblemittelung
der Produkte der Phasenfaktoren nur die Diagonalterme iiberleben. Im mikrokanonischen Ensem-
ble ist also neben der Forderung nach gleichen a priori-Wahrscheinlichkeiten auch die weitergehende

Forderung nach “Zufallsphasen” zu stellen; erst diese garantiert das Verschwinden unphysikalischer
Korrelationen zwischen den verschiedenen Ensemblemitgliedern.

I1.2.2 Das kanonische Ensemble

Im kanonischen Ensemble sind 7', V und N vorgegeben; die Energie E der einzelnen Ensemblemitglieder
fluktuiert aufgrund thermischen Kontaktes des Systems mit seiner Umgebung. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, ein zufillig ausgewihltes Ensemblemitglied in einem Zustand mit der Energie F,, zu finden, ist

nun proportional zum Boltzmann-Faktor exp(—3E,). In der Energiedarstellung hat man daher jetzt?

Onm = Qnénm (1128)

mit den Diagonalelementen

1
On = Ee_ﬁE" . (11.29)

Der Normierungsfaktor Z = Zn () ist die kanonische N-Teilchen-Zustandssumme:

Zn(B) =) e P, (I1.30)

2Das hier gegebene Argument ist arg verkiirzt: Befindet sich das System im thermischen Kontakt mit seiner Umge-
bung, hat man zunéchst die Dichtematrix von “System + Umgebung” zu betrachten und dann die nicht interessierenden
Freiheitsgrade der Umgebung “auszuspuren”; die derart “reduzierte” Dichtematrix des Systems erhélt schlieflich die Dia-
gonalform (II.29). Die systematische Untersuchung nicht-isolierter quantenmechanischer Systeme stellt ein hochaktuelles
und sich rasant entwickelndes Forschungsgebiet dar. Siehe dazu z.B. H. P. Breuer / F. Petruccione: The Theory of Open
Quantum Systems (Oxford University Press, 2002).
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wobei sich die Summation iiber alle Energie-Eigenzustinde des Systems erstreckt, entartete Figen-
werte also gemafs ihrer Multiplizitdt beriicksichtigt werden miissen. In der Energiebasis besitzt der
Dichteoperator daher die Spektraldarstellung

S len) (1)
Q = n n bl 3].
1 N (B)
also kurz
e PH
0 =
ZN(B)
" il
= — . .32
tre—BH ( )
Der “kanonische” Erwartungswert einer physikalischen Observablen A erhilt damit die Form
(4) = tr(e4)
tr (Ae AH)
_ . 11.33
tre—AH ( )

e Fine interessante Beobachtung: Die Spektraldarstellung des nicht-normierten kanonischen

Dichteoperators e | also

o BH _ Ze’ﬁE” lon) (on] (I1.34)
erinnert an die aus der Quantenmechanik bekannte Spektraldarstellung des Operators e 1Ht/%
der die durch den Hamiltonoperator H generierte Zeitentwicklung beschreibt:

o iHt/h _ Ze—iEnt/h on) (on] - (IL.35)

Offenbar entspricht hier die inverse Temperatur 3 einer “imaginiren Zeit”; Gl. (I1.35) geht aus
Gl. (I1.34) durch die Ersetzung 5 — it/h hervor.

I1.2.3 Das groftkanonische Ensemble

Die groftkanonische Gleichgewichts-Dichtematrix operiert auf einem Hilbertraum mit variabler Teil-
chenzahl NV, um dem Teilchenaustausch des Systems mit seiner Umgebung Rechnung tragen zu koénnen,
und mufs daher nicht nur mit dem Hamiltonoperator H, sondern auch mit dem Teilchenzahloperator N

kommutieren:

1

0= m exp(—ﬂ(ﬁ — uﬁ)) , (I1.36)
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wobei nun als Normierungsfaktor die groffkanonische Zustandssumme auftritt:

Z(8,V,p)

tr (e*/@(ﬁfﬂfv\))
— Ze*ﬁ(En*NN)
n,N

Z e Z e PEn (I1.37)
N n

Bei der Spurbildung ist hier iiber alle Indizes zu summieren, die die Basiszustédnde charakterisieren,

also {iber den Zustandsindex n und den Teilchenzahlindex N. In der letzten Zeile ist die zweite Summe
iiber die durch n indizierten quantenmechanischen Zustinde des Systems bei fester Teilchenzahl N
auszufiihren (d.h. bei festem Eigenwert des Teilchenzahloperators N ), liefert also die kanonische N-
Teilchen-Zustandssumme Zy (3). Definiert man nun die Fugazitit

2=, (I1.38)
so erhilt Gl. (I1.37) die wichtige Form

Z(B, Vo) =) 2" Zn(B) . (I1.39)
N

Die grofkanonische Zustandssumme Z(j3,V, 1) kann daher als erzeugende Funktion der kanonischen

Zustandssummen Z  (3) aufgefafst werden: Z ist eine Potenzreihe in der Fugazitit z, deren Koeffizenten
durch die kanonischen Zustandssummen gegeben werden. Der “grofskanonische” Erwartungswert einer
Observablen A lautet schlieflich nach bekanntem Muster

__ 1 ~B(H )
A= z57a " (Ae / ) . (I1.40)

I1.3 Beispiele fiir den Umgang mit dem Dichteoperator

I1.3.1 Ein Elektron im Magnetfeld

Der Spin eines Elektrons wird bekanntlich durch den Operator § = %6’ beschrieben, wobei der Vektor
G = (04,04,0,)" aus den Pauli-Spinmatrizen gebildet wird. In der Standarddarstellung gilt

1 i 1
— R e ap (I1.41)
10 i 0 0 -1

Diesem Elektonenspin entspricht das magnetische Dipolmoment

—

= S
= g (I1.42)
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wobei g = 2.002319... den g-Faktor des freien Elektrons® und pup = -2 = 0.92741- 10723 Am? das

2me
Bohrsche Magneton bezeichnen. (Beachte: Die Elementarladung e ist konventionsgeméf positiv; das

Elektron trigt also die Ladung —e .) Die Energie eines solchen Momentes in einem Magnetfeld B wird

beschrieben durch den Hamiltonoperator

— —

H= —m-B=+guBB-a. (I1.43)
Ist also das B-Feld in z-Richtung orientiert, hat man mit g &~ 2 einfach
H = upBo, . (I1.44)

Es wird jetzt angenommen, daf sich der betrachtete Spin im thermischen Kontakt mit einer Umgebung
der Temperatur T" befindet. Die “thermische Wimmelbewegung” der Umgebung wirkt dann in zufilliger
Weise auf den Spin ein, wobei die Energie dieser Wechselwirkung die Grofenordnung kg7 besitzt,
wéhrend das Magnetfeld den Spin in Feldrichtung zu orientieren trachtet. Da die charakteristische
Energie der Spin-Magnetfeld-Wechselwirkung durch pupB gegeben wird, sollte fiir kg7 < upB die
thermische Umgebung die Ausrichtung des Spins nicht wesentlich stéren kdnnen, wogegen sie fiir
kgT > upB dominiert und die Ausrichtung des Spins praktisch zuféillig wird.

Dieser Wettstreit zwischen der ausrichtenden Tendenz des Magnetfeldes und der “randomisierenden”

Tendenz der Umgebung wird durch die kanonische Dichtematrix beschrieben: Man hat hier

e~ PH

e = tre—AH
1 efﬁlf’IBB 0
T o BusB } oBunB 0 BueB | (IL.45)

Der Erwartungswert der z-Komponente des magnetischen Momentes in Gegenwart des Magnetfeldes
und der thermischen Umgebung lautet daher geméf Gl. (I1.33) und Gl. (11.42)

(m.) = —ploz)
= —pugtr(oos)

—UB e—BusB 0
= o BunB § oprmB ¥ 0 _efusB

ebusB _ o—BusB
= kB eBusB | ¢—BusB
= pptanh(BupB) . (I1.46)

3Die Berechnung des sogenannten anomalen magnetischen Momentes des Elektrons im Rahmen der Quantenelektro-

dynamik sowie seine prézise Messung gehort zu den wohl beeindruckendsten Leistungen der Physik. Die gegenwértig
genaueste Messung liefert den Wert g/2 = 1.001 159 652 180 85(76). Siehe dazu B. Odom, D. Hanneke, B. D’Urso und
G. Gabrielse, New Measurement of the Electron Magnetic Moment Using a One-Electron Quantum Cyclotron, Physical
Review Letters 97, 030801 (2006).
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Dieses Ergebnis spiegelt genau die Erwartung wider: Da tanh(x) & 1 fiir x > 1, findet man bei “tiefen”
Temperaturen eine praktisch vollstandige Ausrichtung des Spins,

(m.) ~ up fir kT < upB, (11.47)
bei “hohen” dagegen nur eine geringe,

2
-, 1B
(me) ~ 2T

fir kgT > upB, (11.48)

wobei tanh(z) ~ x fiir |z| < 1 benutzt wurde.

Der Erwartungswert (I1.46) kann auch ohne Riickgriff auf die Dichtematrix direkt aus der Zustandss-
umme erhalten werden: Man hat zunichst die Exponentialreihe

e = exp (- pBusBo.)
e - -
= - (=BusB)’ o’
=0 I’
1 j 1 i
= > ﬁ(ﬂﬂBB) - ﬁ(ﬂMBB) 0.
Jj gerade j ungerade
= cosh(BupB) 1 —sinh(BupB) o, . (I1.49)

Die Spur dieser 2 x 2-Matrix, also die kanonische Zustandssumme des Spins, lautet daher
Z1(B) = tre P = 2cosh(BupB) , (I1.50)

wie es sein muf, da sich die Zustandssumme auch durch Summation der Eigenwerte von e~# | hier also
etPreB herechnet. Der kanonische Erwartungswert des Momentes kann daraus in genauer Analogie
zum Vorgehen bei der Berechnung der mittleren Energie in Gl. (I.105) durch Ableiten bestimmt werden:

tr (o,e=PH)
HB el

tr (JzefﬁuBBaz)
tr e_B/lBBﬂz

(m.)

= THB
10

= Ba_B In Z1 ()

_ 1 2sinh(BupB)

" 3 2cosh(BusB) Pz

= puptanh(BupB) , (IL.51)

in Ubereinstimmung mit dem vorherigen Resultat (I1.46).

Auf dhnliche Weise lassen sich auch in vielen anderen Anwendungen die gesuchten quantenstatistischen
Erwartungswerte (sowie hohere Momente der kanonischen Verteilung) direkt aus geeigneten Ableitun-
gen der Zustandssumme bestimmen. (Ubungsaufgaben!)
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I1.3.2 Das freie Teilchen

Betrachtet wird nun ein freies Teilchen in einer thermischen Umgebung der Temperatur 7', also etwa ein
Gasatom der Spezies A mit der Masse m, das sich durch ein Gas von Teilchen einer anderen Spezies B
bewegt, wobei sich dieses B-Gas im thermischen Gleichgewicht befindet und die Temperatur 7" besitzt.
Die fortwédhrenden Stofe des A-Atoms mit den B-Teilchen entsprechen einer zufélligen Stérung, deren
charakteristische Energieskala durch kgT gegeben und deren Auswirkung auf das A-Teilchen mit Hilfe

seiner kanonischen Dichtematrix beschrieben wird.

Da das A-Teilchen nicht wirklich “frei” sein, sondern zusammen mit dem B-Gas in einem (evtl. sehr
grofen) Behiilter eingeschlossen sein wird, wird zunéchst ein “Quantisierungsvolumen” V = L? einge-
fiihrt; fiir dieses Volumen werden periodische Randbedingungen gefordert. Dieses Vorgehen ist offenbar
dann sinnvoll, wenn das Volumen V als so grofs angenommen werden darf, dafs die willkiirlich gewahl-
ten Randbedingungen keinen Einfluf auf das Resultat haben — was wiederum voraussetzt, daf auch
das reale physikalische Volumen des Behilters, in dem sich das Gas befindet, “hinreichend grof” ist.

Die Energie-Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung sind dann ebene Wellen,

vp(r) = %eik'r . (I1.52)

Die Wellenzahlvektoren k erhalten aufgrund der periodischen Randbedingungen die Gestalt

2
k= %n , (IL53)
wobei der Vektor n nur ganzzahlige Komponenten besitzt: ng, . = 0,£1,%£2,... . Die zugehdrigen
Energie-Eigenwerte lauten dementsprechend
k2 (21h)? 5
E = 5 = 917 (n3 +ny+n?) . (IL.54)
In der Ortsdarstellung besitzt der Zahler der Dichtematrix die allgemeine Form
(ele™ ')y = D (r|E)e 7P (EIY)
E
= D e Pop)ep); (IL.55)
E
unter Verwendung der Eigenfunktionen (II.52) erhilt man daraus sofort
(rle=PH ) = 1 > exp _ o +ik - (r—1') (IL.56)
Vv 2m ' '

k

Wenn hier die Summanden nur langsam variieren, kann die Summe durch ein Integral ersetzt werden.
Nun ist nach Gl. (II.54)

BR°k?  (27h)?
2m  2mkpTL?

(n2+n; +n?) ; (IL.57)
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die Forderung nach “langsamer Variation” der Summanden verlangt daher mindestens % < L2
oder kurz

AL L, (I1.58)
wobei

A= _ 2mh (I1.59)

V2rmkgT

die schon bei der Berechnung der kanonischen N-Teilchen-Zustandssumme (I1.107) des klassischen
idealen Gases eingefiihrte thermische Wellenléinge bezeichnet. Diese Voraussetzung A < L fiir die

Umwandlung der Summe (IL.56) in ein Integral entspricht offenbar einer Bedingung an die Temperatur:
Die Temperatur muf so hoch sein, daff die zugehorige thermische Wellenldnge deutlich kleiner bleibt
als die Kantenlinge L des fiktiven Quantisierungsvolumens V = L3, also erst recht auch kleiner als
die Ausdehnung des tatsédchlichen Behilters, der das Gas einschlieftt. Wenn diese Voraussetzung nicht
erfiillt ist und das Teilchen aufgrund seiner grofien thermischen Wellenlédnge den Einschluf in einen
Behilter “spiirt”, ist nicht nur die Umwandlung der Summe (I1.56) in ein Integral nicht erlaubt, sondern
bereits die Verwendung eines Quantisierungsvolumens mit den mathematisch bequemen periodischen
Randbedingungen physikalisch falsch: In diesem Fall muf die Darstellung (I1.55) des Dichteoperators
mit den ezakten Energie-Eigenfunktionen fiir die tatséchliche Behéltergeometrie mit den physikalisch
vorgegebenen Randbedingungen ausgewertet werden, so daft dann “Randeffekte” (z.B. die genaue Form
des Gasbehilters) einen erheblichen Einfluff haben koénnen. Bei hinreichend hohen Temperaturen, bei
denen die Bedingung (I1.58) erfiillt ist, ist die Situation viel einfacher: Nun wird fiir die Ersetzung der

Summe (I1.56) durch ein Integral geméf dem Schema

- /d3kg(k) (I1.60)
k

lediglich die mittlere Zustandsdichte g(k) benétigt, die angibt, wieviele Quantenzustinde ein gegebenes
Volumen im k-Raum beinhaltet. Im Falle des “freien” Teilchens in einem Kubus V = L? mit periodi-
schen Randbedingungen ist diese Zustandsdichte sehr leicht zu ermitteln: Wegen der Form (I1.53)
der erlaubten Wellenzahlvektoren entsprechen die zugehorigen Energie-Eigenzustidnde im k-Raum den
Punkten eines kubischen Gitters mit der Gitterkonstanten 27/ L; das Volumen, das jeder einzelne Zu-
stand im k-Raum beansprucht, ist also das Volumen (27/L)3 = (27)3/V einer Elementarzelle dieses
Gitters. Die gesuchte Zustandsdichte ist offenbar der Kehrwert hiervon,

g(k) = (2‘;)3 ; (1L.61)

folglich erhélt die schematische Ersetzungsvorschrift (I1.60) die konkrete Gestalt

1 1
VT fex.... (1o
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Bei Anwendung auf die Summe (II.56) ergeben sich nun die Matrixelemente

21,2
(rle PH ¢y = # /d3k eXp(—ﬁl;: +ik - (r — r/)) . (I1.63)

Dieses dreidimensionale Integral zerfillt in drei gleiche Gaufintegrale. Die quadratische Ergénzung
z.B. in der z-Komponente fiihrt auf

2= 2 (@ — ) + (im )2 (z — x’)Q] = w—2')? (IL.64)

_pr? im
T BR? Bh* 20812

2m

also findet man mit Gl. (I.116) sofort

Hios 1 2mm\ /2 m N2
e = g (i) oot =)

- Lew <_Wﬂ) . (IL65)

A3 A2

Hier wurde in der letzten Zeile erneut die thermische Wellenlénge (I1.59) herangezogen und die einfache
Umformung

m  An®mkpT L 2mmksT 1 (I1.66)
28R 2(2wh)? 0 (27R)2 N2 |

benutzt. Fiir die Normierung der Dichtematrix ben6tigt man nun noch die Zustandssumme, die wie
iiblich durch Spurbildung erhalten wird:

Zi(B) = trePH
/dgr (rle="H|r)

m O\ 32
V()
27 5h

1%
- o (IL.67)

Aus den Gln. (I1.65) und (II1.67) erhilt man schlieklich die gesuchte Ortsdarstellung des normierten
Dichteoperators eines freien Teilchens, ndmlich

—BH |5/
noo_ o (rle”?)
<I‘|Q|I‘> - tre—ﬁH

_ %p(_w%) | (IL68)
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Die Diagonalelemente (r|g|r) = 1/V dieser “Matrix” sind von r unabhingig; sie geben die konstante
Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir an, das Teilchen an einem gegebenen Ort innerhalb des Quantisierungs-
volumens zu finden. Da in Gl. (I1.68) nicht die Energiedarstellung verwendet wird, sind die Nichtdiago-
nalelemente hier von Null verschieden. Allerdings ist die Dichtematrix symmetrisch, (r|o|r’) = (r’|o|r)

fiir r # r’. Diese Nichtdiagonalelemente beschreiben offenbar quantenmechanische Korrelationen zwi-

schen den Orten r und r’. Daher erhélt die thermische Wellenlinge A eine iiberaus wichtige Inter-
pretation: Sie entspricht nach Gl. (I1.68) derjenigen Léngensskala, auf der die quantenmechanischen
Korrelationen, und damit die Kohérenz der Wellenfunktion, als Folge der Wechselwirkung des Teil-
chens mit der thermischen Umgebung “zerfallen”. Im Hochtemperatur-Grenzfall 7' — oo erhilt man
A — 0, entsprechend einem “klassischen”, nicht interferenzfahigen Teilchen; die Dichtematrix wird dann
“diagonal”.

e Die Untersuchung des Verlustes der quantenmechanischen Kohidrenz eines Systems aufgrund
der Wechselwirkung mit seiner “Umgebung” ist in jlingerer Zeit wieder zu einem hochaktuellen
Forschungsgebiet geworden, da einerseits bedeutende experimentelle Fortschritte bei der kohé-
renten Kontrolle von Quantensystemen erzielt werden konnten, andererseits aber praktisch kein
System von seiner Umgebung vollig abgekoppelt werden kann. Fiir die Realisierung eines Quan-
tencomputers, dessen Wirkungsweise auf der kohdrenten Manipulation sehr vieler verschriankter
Zwei-Niveau-Systeme (sogenannter “qubits”) beruht, ist ein genaues Verstédndnis der “System-
Umgebung-Wechselwirkung” sowie der daraus resultierenden kohérenzzerstérenden Prozesse eine
entscheidend wichtige Voraussetzung.

Die Berechnung des Erwartungswertes der Energie des mit der thermischen Umgebung wechselwirken-
den freien quantenmechanischen Teilchens erfolgt nun geméf Gl. (1.105) durch Ableiten der Zustands-
summe (I1.67):

0
- _ 2 BH
(E) In tre

0 m 3/2
- ‘a—ﬁ1“<v<m) )
_ _8 —3/2
= 8ﬂlnﬁ

= ngT, (I1.69)

was genau mit dem bereits bekannten klassischen Resultat (I1.122) tibereinstimmt. Das war schon deswe-
gen klar, da die quantenmechanische Ein-Teilchen-Zustandssumme (I1.67) genau dem Resultat (1.107)
fiir das klassische ideale N-Teilchen-Gas entspricht; auf der klassischen Ebene gilt ja die einfache

Beziehung

1

:ﬁ( N

Zn(B) Z1(9)) (I1.70)
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Die genaue Korrespondenz der klassischen und der quantenmechanischen kanonischen Zustandssumme
fiir ein freies Teilchen ist nicht iiberraschend, denn die Verwendung der Vorschrift (I1.62), die ihrer-
seits aus den “Zustandszellen” der Grofe (2m)2/V im k-Raum eines freien Teilchens mit periodischen
Randbedigungen erschlossen wurde, entspricht genau der lingst erprobten Verwendung von Phasen-
raumzellen der Grofe (275h)% zur Abschitzung der Zahl der Zustéinde im klassischen Fall. Leistet die
quantenmechanische Theorie daher lediglich die Reproduktion der klassischen Aussagen? Keineswegs.
Zum einen muf noch einmal darauf hingewiesen werden, daf die “Kontinuumsapproximation” (II.62)
nur bei hinreichend hohen Temperaturen giiltig ist; bei kleinen Temperaturen, bei denen die thermische
Wellenldnge mit den Abmessungen des physikalischen Behilters vergleichbar wird und kg7" nur noch
von der Grofsenordnung der typischen Abstiande der Energieniveaus des eingesperrten Teilchens ist,
filhrt die genauere Auswertung der Gl. (I1.55) auf wellenmechanische Abweichungen vom klassischen
Resultat. Zum anderen sind Abweichungen bereits dann zu erwarten, wenn in einem Gas identischer
Teilchen die thermische Wellenlinge die Grofsenordnung des mittleren Teilchenabstandes erreicht, so
dafs sich die prinzipielle quantenmechanische Ununterscheidbarkeit der Teilchen bemerkbar machen
kann. Das ist der Grund, warum in diesem Abschnitt ein “A-Teilchen in einem B-Gas” betrachtet
wurde: Wire das Teilchen von der gleichen Spezies wie das “Umgebungsgas” gewesen, hitte die quan-
tenmechanische Ununterscheidbarkeit von vorneherein die Behandlung des vollen N-Teilchen-Systems

erfordert!

I1.3.3 Der harmonische Oszillator

Ein sehr wichtiges System, fiir das die kanonische Dichtematrix in geschlossener Form angegeben
werden kann, ist der eindimensionale harmonische Oszillator, beschrieben durch den iiblichen Hamil-

tonoperator
(IL.71)

Dabei ist m die Masse des Oszillatorteilchens und w seine Kreisfrequenz; g bezeichnet die Oszillator-
koordinate. Wie aus der Quantenmechanik bekannt, besitzt dieses System ein dquidistantes Spektrum

mit den Energieeigenwerten
1 .
E, =hw (n + 5) mit n>0; (I1.72)

die zugehorigen Eigenfunktionen haben die Gestalt

(mw>1/4 (Hn(ﬁ) —1e (IL.73)

en(q) = Th 2nn1)1/2 €

Hier wurde auf der rechten Seite die dimensionslose Variable

e (IL.74)
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verwendet, also die physikalische Langenvariable ¢ in Vielfachen der “Oszillatorlinge” /% /(mw) aus-
gedriickt, und

d\" _.
Ho(€) = (—1)" et = IL.75
© =1 () e (1w75)
bezeichnet die bekannten Hermite-Polynome der Ordnung n. Die Berechnung der kanonischen Dichte-
matrix fiir dieses System erfordert einige Miihe, soll hier aber dennoch in allen Einzelheiten durch-
gefiihrt werden, da der mit einer thermischen Umgebung wechselwirkende harmonische Oszillator fiir

viele Anwendungen insbesondere in der modernen Quantenoptik von fundamentaler Bedeutung ist.

Ausgangspunkt ist erneut die Spektralsumme (I1.55) fiir die Matrixelemente von e~ ##:

(ale™™ gy = > e Prou(a) ald)
n=0
mw\ /2 1.0 e — Bhw(n Hy,(§)H, ()
_ (ﬁ) 1(e+¢ )Z Bhw( +1/2)T’ (I1.76)

n=0

wobei die Eigenfunktionen (I1.73) herangezogen wurden. Fiir die Auswertung dieser Summe be-
nutzt man nun ein Verfahren, das h#ufig zum Ziel fithrt, wenn Summen {iber spezielle Funktio-
nen der mathematischen Physik berechnet werden miissen: Derartige Funktionen besitzen hiufig

Integraldarstellungen, die unter dem Summenzeichen eingesetzt werden konnen; den entscheidenden

rechentechnischen Vorteil erzielt man dann durch die Vertauschung von Summation und Integration.

Im vorliegenden Fall verwendet man die Integraldarstellung

e52 Foo

du (—2iu)™ e~ 2w (IL.77)

der Hermite-Polynome. Einsetzen in Gl. (II.76) und Vertauschen der Summation mit beiden Inte-

grationen liefert sofort

1/2 o+3(E74€%) oo +oo
e Mgy = (B2) T / du / dv
™ —00 —o0

> Z 2U’U —(n+1/2)Bhw e—uz—U2+2i§u+2i§’v ] (1178)

Die hier auftauchende Summe iiber n kann auf eine Exponentialreihe zuriickgefiihrt werden:

_ —Bhw\n
> L (Coupyr e/ e—%mzw
n n!
— e 3fhw exp(—2uve_5h“’) ) (IL.79)
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Der Integrand fiir die u-v-Integration in Gl. (I1.78) wird damit die Exponentialfunktion einer quadra-

tischen Form, n&dmlich
1
e~ 2w exp(—u2 — 0?2 — 2uve PP 4 2ieu + 2i¢'v) = o2 exp (—§xtAx + ib%) , (I1.80)

wobei die Abkiirzungen

[ B 1 e [ 2
() () (%) s

eingefithrt wurden. Die verbleibende Aufgabe besteht also in der Berechnung eines zweidimensionalen
Gaufsintegrals.

e Dazu wird das Integral
n 1 t b
I= [d"x exp 5 Az +ib'z (I1.82)

betrachtet, wobei € R"™, ebenso auch b € R", und A eine positiv definite, symmetrische n x n-

Matrix sein soll. Setzt man nun = = y + iz, erhélt man

1
—§(y +i2) Ay +1iz) +ib" (y +i2)

1 1
—§ytAy — iyt Az + EztAz +ibly —b'z. (I1.83)

1
—ExtAx + btz

Die spezielle Wahl z = A~1b ergibt dann
1 S TR Y
' Ax +ib'r = —=y" Ay b*’A™b (I1.84)
2 2 2
so dafs

I =exp (—%btA_lb) /d"y exp (—%ytAy) . (I1.85)

Nach einer orthogonalen Transformation, die A auf Hauptachsen bringt, faktorisiert das Integral
in n einfache Gaufintegrale (I.116):

1
/ d™y exp (— §ytAy)

[
—
o

&
@
|
g

j=1
_.E
=1V
(27.‘.)77,/2

= et (I1.86)
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wobei a; (j = 1,...,n) die positiven Eigenwerte von A bezeichnet; deren Produkt ergibt die
Determinante det A. Damit findet man fiir das Integral (I1.82) insgesamt den Ausdruck

_ (27T)n/2 _1 t 4—1
I= (et A)172 exp 2b A7) . (I1.87)

Im vorliegenden Fall (I1.80) ist n = 2 und A durch Gl. (I1.81) gegeben. Man berechnet leicht
det A =4(1- e_mh“’) (11.88)

und

1 1 —ePhw
Al = — — , 11.89
2(1 — e~20hw) < —e~Phw 1 ) ( )

also liefert die Durchfithrung der Integrationen iiber u und v in Gl. (I1.78) zunéchst die noch etwas

unhandlichen Matrixelemente

1/2 @3(€°+€”)  9pe—30hw 1
<q|e—ﬂH|q/> _ (@) ez Te 2 - exp <__btA—1b)
7h 71' 2(1 _ e*?ﬁhw) 2

(mw)% e~ 3w
 \7h (1- 67267%))1/2

X exp(% (52 + 5'2) -

1—%25% (& — 2o 4 5/2)) , (IL.90)

Damit ist die “eigentliche” Rechnung abgeschlossen; es folgen noch einige “kosmetische” Umformungen:
Man hat

( o )”2 1
1—em20n (2sinh(ﬁhw))1/2

und

gt el
1—e 2%~ Sinh(Bhw) ’ (11.92)

ebenso auch

1(52 4 5/2) - 52 + 5/2 _ (1 B e—Qﬂﬁw B 2)(§2 + 512)
2 1 — e 20hw 2 (1 — e—20mw)
11+ e 200w

= T e & )

—% coth(Bhw) (€2 +&?) . (I1.93)
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Mit diesen Beziehungen folgt nun

1/2 /
CBH| mw _1 , 133
1) = (o) o (-3(@+ oo + ) @

Die weiteren Umformungen zielen darauf ab, nur die Summe (§ + £’) und die Differenz (£ — &’) als

Argumente zu erhalten:

33

sinh o

1 , o L 1
—§(§2—|—£2)cotha+ = -3 {(524—255 +¢7) <cotha— sinha)

+ (€2 —2¢¢’ + ¢ (cotha + sin1ha>} . (I1.95)

Beachtet man nun noch die trigonometrischen Identitdten

1 «
th o — = tanh —
cotha sinh « an 2
und
o
th = coth —
cotha+ sinha g0

so erhiilt man schlieflich die gesuchten Matrixelemente von e## in der in der Literatur iiblicherweise

angegebenen Form

—BH | 1 _ mw 1/2
(dle ) = (27rh sinh(ﬂhw))
X exp (—% [(q +¢')* tanh (%ﬁhw) + (¢ — ¢')*coth (%ﬁhw) ] ) , (I1.96)

wobei die dimensionslosen Variablen & und ¢’ geméf der Skalierung (I1.74) wieder auf die physikalischen

Grofen ¢ und ¢’ zuriickgefiihrt wurden.

Fiir die Normierung der Dichtematrix nach Gl. (I1.32) wird nun die Spur des Z&hlers (I1.96) benétigt,
die sich durch “Summation” iiber die Diagonalelemente ergibt:

tre P — / dg {gle~ |g)

mw 1/2 m 4h v
_ (—) . (1.97)
27h sinh(Bhw) mw 4 tanh (1 Bhw)

Unter Benutzung der Identitét

o sinh &

Q « «
sinh h — = 2sinh — cosh — 2 — 2sinh? —
sinh o tan 2 S1n 2 COS 2 COSh % Sin
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und des Spektrums (I1.72) erhilt man daraus, wie erwartet,

BH 1
2 sinh (%ﬂhw)
e—%ﬁhw

1 — e Phw
)

_ e—%ﬁhw Z e—nﬂhw
n=0

= Y e, (I1.98)
n=0

tre™

so daft die vertraute Form (I11.30) der kanonischen Zustandssumme zuriickerhalten wird. Man beachte
aber, daf diese Zustandssumme hier mit Hilfe der “Spurformel” (I11.97) berechnet werden konnte, ohne

die explizite Form (II.72) des Oszillatorspektrums zu benutzen!

Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das mit einer thermischen Umgebung der Temperatur 7" wechsel-

wirkende Oszillatorteilchen am Ort g zu finden, wird durch das Diagonalelement (g|o|q) der normierten

Dichtematrix o = e #H /tre #H gegeben:

1/2
(qlolq) = (% tanh (%ﬁhw)) exp<_m;‘:q2 tanh<%ﬁhw>> : (11.99)

Fir phw < 1, d.h. im Hochtemperaturfall hiw < kT, in dem das thermische Energieiquivalent kgT
sehr grofs im Vergleich zum Abstand hw der Energie-Eigenwerte des Oszillators ist, kann die lineare

Niherung tanh(3(hw) ~ 308w verwendet werden. Damit fillt die Plancksche Konstante heraus; es
bleibt die Boltzmannsche Verteilung

mw? \ Y2 mw?q?
(qlola) = <2kaT) exr><— ST ) ; (I1.100)

in der die potentielle Energie des Oszillatorteilchens am Ort ¢ in das Verhéaltnis zu kg7 gesetzt und

wie tiblich exponentiell gewichtet wird. Wenn also die Energieportionen, die das Oszillatorteilchen mit
seiner Umgebung austauscht, so grof sind, dafs die “Kornigkeit” des Oszillatorspektrums keine Rolle

mehr spielt, verhilt sich das System rein klassisch.

In entgegengesetzten Tieftemperatur-Grenzfall, also fiir fhw > 1 oder hw > kg7, gilt in guter Nihe-
rung tanh(%ﬂhw) ~ 1, und daher

alo) = (22)" xp (-2 ) ~ outa)l (u101)

In diesem Fall sind die von der Umgebung zur Verfiigung gestellten Energiemengen im Mittel zu
klein, um den Oszillator anregen zu konnen, so daf er im Grundzustand mit der Wellenfunktion ¢g(q)
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verbleibt; die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufenthalt bei ¢ wird dann rein quantenmechanisch

durch das Quadrat dieser Wellenfunktion bestimmt.

Auch ein Blick auf die Nichtdiagonalelemente der Dichtematrix des Oszillators ist lohnend: Im

Hochtemperaturfall findet man

oty = (2 )" e~ g 1 gy - BT gy (102
= Xp| — - - . .

a|el1q kT p SkpT qg+q on2 q—4q

Da nun, wie bereits aus Gl. (I1.66) bekannt, mkpT/(2h*) = 7/A2, wird auch hier die Lingenskala fiir

den thermisch induzierten Zerfall quantenmechanischer Korrelationen zwischen den Orten ¢ und ¢’

durch die thermische Wellenldnge (I11.59) gesetzt. Im Tieftemperaturlimes ist dagegen

mw mw

(qlold") = (E)W exp(—ﬁ(zf - q'2)) : (I.103)

woraus sich z.B. (¢|o|lq) = (glo| — q) ergibt. In diesem Fall hat die Umgebung keinen Einfluf mehr;
die Summe (IL.76) reduziert sich auf den Grundzustandsterm n = 0 und das System befindet sich in
einem reinen Zustand. Folglich wird die Dichtematrix nach Normierung durch das Produkt

(gleld’) = ¢ola) pold’) (IL.104)

gegeben, hat also erkennbar die fiir einen reinen Zustand erwartete Projektoreigenschaft.

II.4 Systeme ununterscheidbarer Teilchen

Das Beispiel des harmonischen Oszillators zeigt, wie sich die diskrete Natur eines quantenmechanischen
Spektrums bei tiefen Temperaturen bemerkbar macht: Wenn das thermische Energiedquivalent kT,
also die typische Grofe der Energieportionen, mit denen die Umgebung an dem System “angreift”,
nicht mehr ausreicht, um die quantenmechanischen Niveauabstinde zu iiberbriicken, wird die thermi-
sche Anregung des Systems unterbunden. Dieser Effekt ist z.B. verantwortlich fiir das Verschwinden
von Wirmekapazititen bei Anndherung an den Temperatur-Nullpunkt. Es gibt dariiber hinaus noch
eine zweite Quelle von Unterschieden zwischen der klassischen und der quantenmechanischen Sta-
tistik, ndmlich die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer quantenmechanischer Teilchen. Diese
Ununterscheidbarkeit fiihrt sogar in einem System idealer Teilchen, dessen Hamiltonoperator kein

Wechselwirkungspotential enthélt, zu Korrelationen zwischen den Teilchen.

Der Hamiltonoperator H eines solchen Systems idealer identischer Teilchen ist stets eine Summe von

“Einteilchen-Operatoren”,
H— ZHi ’ (I1.105)

wobei H; nur auf die Koordinaten des i-ten Teilchens wirkt.
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e Ein typisches Beispiel liefert der Hamiltonoperator eines freien idealen Gases, der sich additiv
aus den Operatoren der kinetischen Energie der einzelnen N Teilchen zusammensetzt:

2
- > oA, (I1.106)

wobei r; = (24,9, 2;)* der Ortsvektor des i-ten Teilchens ist, und

9? 9? 9?
o T 8_y2 4 52 (I1.107)

der auf die Koordinaten dieses Teilchens wirkende Laplace-Operator.

Die Einteilchen-Operatoren legen die Einteilchen-Energieniveaus € und die zugehorigen “Einteilchen-
Orbitale” p.(r;) als Losungen des zugehorigen stationdren Einteilchen-Eigenwertproblems fest:

Hipe(ri) = epe(ri) - (I1.108)

Eine formale (d.h. zwar mathematisch richtige, aber nicht unbedingt auch physikalisch realisierte)
Losung der stationdren Vielteilchen-Schrodingergleichung

Hi(r1,...,ry) = Ep(ry,...,rN) (I1.109)
erhdlt man daraus sofort durch einen Produktansatz,

N
dry,.orn) = [ e () ; (I1.110)
=1

die Gesamtenergie E ist dann einfach die Summe der Einteilchen-Energien der in diesem Ansatz

vorkommenden Orbitale,

N
E=Y e (IL111)
=1

Hier 18uft die Summe {iber den “Teilchenindex” ¢; das i-te Teilchen besetzt den Zustand mit der Energie
g;. Es ist jedoch im Hinblick auf die vorausgesetzte Ununterscheidbarkeit der Teilchen logisch falsch,
iberhaupt das Konzept des “i-ten Teilchens” zu verwenden und damit ein nicht vorhandenes Unter-
scheidungsmerkmal der Teilchen — namlich ihre Nummer ¢ — an den Anfang der Diskussion zu stel-

len. Stattdessen geht man daher zur Besetzungszahldarstellung iiber: Man numeriert die Einteilchen-

Niveaus durch einen Index a und ordnet dem Niveau e, die zugehorige Besetzungszahl n, zu, die
angibt, wieviele — nicht aber welche! — Teilchen sich in diesem Zustand befinden. Bei vorgegebener
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Energie E eines idealen N-Teilchen-Systems gelten dann fiir jeden moglichen Satz {n, |« =1,2,3,...}
die beiden Beziehungen

> na=N (IL.112)
und

> naga=E. (IL.113)

Wiren die Teilchen unterscheidbar, wie in der klassischen Physik stets implizit vorausgesetzt wird,
gébe es fiir einen solchen Satz {n,} von Besetzungszahlen genau

N!

Wi ({na}) = nilng! ...

(I1.114)
Realisierungsmoglichkeiten: Zwar gibt es insgesamt N! Permutationen der N Teilchen; wenn jedoch
ng > 2 fiir ein Niveau «, liefern nicht alle dieser Permutationen eine neue Konfiguration, da sich durch

eine Vertauschung nur der n, Teilchen, die das Niveau « besetzen, nichts dndert.

Fiir identische quantenmechanische, also prinzipiell ununterscheidbare Teilchen fiihrt dagegen keine
Permutation der Teilchen zu einer neuen Konfiguration: Wenn die Teilchen in jeder Hinsicht ununter-
scheidbar sind, &ndert sich z.B. durch den Austausch zweier beliebiger Teilchen nichts! Das statistische
Gewicht jedes erlaubten Satzes {n,} von Besetzungszahlen, d.h. eines jeden Satzes, der die beiden
Einschrankungen (11.112) und (I1.113) respektiert, ist daher nun einfach

Wam ({na}) =1. (IL.115)

Der Vergleich der klassischen und der quantenmechanischen Gewichtsfaktoren (I1.114) und (IL.115)
deutet auf einen interessanten Sachverhalt hin: Der in der klassischen Statistik ad hoc eingefiihrte
Korrekturfaktor 1/N!, der z.B. fiir die Berechnung der mikrokanonischen Zustandszahl

1
QEV.N)= — AB3Ngady
(E,V,N) RN /H(W)SE qd>™p

herangezogen wurde, fiihrt die falsche, “klassische” Gewichtung (11.114) in die korrekte, quanten-
mechanische iiber, sofern alle Niveaus hochstens einfach besetzt sind, n, < 1 fiir alle a.

Falls jedoch die Bedingungen derart sind, dafs ein klassisches Gas seine “Phasenraumzellen” mit si-
gnifikanter Wahrscheinlichkeit auch mehrfach besetzen kénnte, weil z.B. bei tiefen Temperaturen nur
wenige solcher Zellen zur Verfligung stehen, reicht diese ad hoc-Korrektur nicht mehr aus. Vielmehr
verlangt die Quantenmechanik dann die Unterscheidung von zwei grundlegend verschiedenen Typen
identischer Teilchen, ndmlich von Bosonen und Fermionen.
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“Prinzipielle Ununterscheidbarkeit” von N Teilchen erfordert mindestens, daf die N-fache Dichte
[(r1,...,rN)|?, also das Betragsquadrat der N-Teilchen-Wellenfunktion, invariant unter jeder Per-
mutation dieser Teilchen bleibt. Bezeichnet daher P einen Permutationsoperator, dessen Wirkung auf

eine solche Vielteilchen-Wellenfunktion in symbolischer Schreibweise durch
Piy(ry,...,ry) =¢(Pry,..., Pry) (II.116)
beschrieben wird, wobei r; unter der betrachteten Permutation in Pr; iberfithrt wird, so gilt kurz
|Py|* = [y (IL117)

fiir jede der N! Permutationen.

Diese Gleichung (I1.117) lafst zwei Moglichkeiten zu:

1. Sie wird erfiillt, wenn die Vielteilchen-Wellenfunktion bei jeder Permutation der Teilchen unver-
dndert bleibt,

Py =1  fiir alle P, (IL.118)

d.h. wenn ¢ symmetrisch in allen Argumenten ist. Ausgehend von einer Produktfunktion (I1.110),

also von
B N
¢(T1a R 7rN) = H@Ei(ri) )
i=1
erhélt man eine “symmetrisierte” und korrekt normierte Wellenfunktion ¢ g(r1,...,ry) mit der

Eigenschaft (I1.118) durch die Vorschrift

Ys(re,. .. (I1.119)

1 ~

JIN) = ——— Piy(ry,...,ry),
v) \/N!m!nz!...; vl N)

wobei die Summe hier iiber alle N! Permutationen P lauft.

e Ein einfaches Beispiel: In einem System mit N = 3 idealen identischen Teilchen sollen
nq = 1 Teilchen den Einteilchen-Zustand o und ng = 2 Teilchen den Zustand 3 besetzen;
alle weiteren Zusténde bleiben unbesetzt. In diesem Fall erstreckt sich die Summe iiber
3! =6 Terme: Schreibt man kurz ¢, (1) fir ¢, (r1), usw., ergibt sich

SNPY = a(1)9s(2) 9s(3) + pall) 0s(3) ¢s(2)
P
+9a(2) ¢s(1) ©5(3) + va(2) ps(3) ps(1)

+9a(3) ps(1) p5(2) + ¢a(3) ps(2) ps(1)
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= 2pa(1) ps(2) ps(3)
+20a(2) s(1) ps(3)

+2¢a(3) wp(1) p5(2) - (IL.120)

Aufgrund der Tatsache, dafs Vertauschungen der beiden Teilchen im Zustand § keine neue
Konfiguration liefern, sind je zwei der durch die Gesamtheit aller Permutationen erzeugten
Terme identisch. Die Norm dieser Wellenfunktion (I1.120) betriigt daher /22 + 22 + 22 =
V12 = /312! in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Form (I1.119).

Die Verallgemeinerung dieses Beispiels erkldrt den in Gl. (II.119) auftretenden Normierungs-
faktor: Es gibt N!/(ni!na! ...) verschiedene Permutationen, von denen jede (da es insgesamt
N! Permutationen gibt) ni!no! ... mal auftritt. Das Normquadrat des Hilbertraumvektors, der

bei der Summation iiber alle Permutationen aufgebaut wird, ist also

N!

2
—— (n1!n2! ) = Nlnilng! ... .
ni-nat ...

Dieser “symmetrische” Fall 1 wird in der Natur realisiert durch Teilchen mit “ganzzahligem”
Spin; solche Teilchen heiffen Bosonen. Thre Statistik, die Bose—Einstein-Statistik, wird durch die
Tatsache beherrscht, daf die Symmetrie der bosonischen Vielteilchen-Wellenfunktionen (I1.119)

keine Einschrinkungen fiir die Besetzungszahlen n, der Einteilchen-Niveaus nach sich zieht:

BE: n,=0,1,2,3,... fiirallec. (I1.121)

Beispiele fiir Bosonen sind Photonen, Phononen, 7-Mesonen, *He-Atome, 2>Na, 8"Rb, und wei-

tere Teilchen mit geradem Gesamtspin.

2. Eine zweite Moglichkeit, die Gl. (I1.117) zu erfiillen, besteht darin, daff die Vielteilchen-Funktion

unter einer ungeraden Permutation ihrer Argumente ihr Vorzeichen wechselt:

(I1.122)

Py — +¢ , P gerade,
—1 , P ungerade.

Dabei heifst eine Permutation P gerade, wenn sie in eine gerade Zahl von Zweiervertauschungen
(sogenannte “Transpositionen”) zerlegt werden kann, und ungerade, wenn sie eine ungerade An-
zahl solcher Paarvertauschungen enthélt. Einer geraden Permutation P ordnet man ein positives
signum zu, einer ungeraden ein negatives. Schreibt man dieses signun einer Permutation P symbo-
lisch als (—1)”, erhilt man eine Vielteilchen-Wellenfunktion 14 (rq,...,ry) mit der geforderten
Eigenschaft (II.122) durch die Vorschrift

1 ~
Pa(ry, ..., ry) = 7 ;(_1)131%@1, TN, (I1.123)
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wobei erneut ¢(rq, ..., ry) die Produktfunktion (I1.110) bezeichnet; diese Funktion (IL.123) ist
insbesondere antisymmetrisch unter dem Austausch zweier beliebiger Teilchen.

Die Bildungsvorschrift (II.123) zeigt, daf die “antisymmetrisierte” Vielteilchen-Wellenfunktion
als alternierende Multilinearform, also als Determinante einer N x N-Matrix aufgefafit werden
kann:

a1 (1) ¢a:(2) -+ Yo, (N)
as (1 s (2) ... s (N

Ypa(ry, ,I‘N):\/% v :(> v :(> v ,( ) ; (I1.124)
Pan(1) Pan(2) ... Pan(NV)

ein derartiger Ausdruck wird in der Vielteilchen-Theorie als “Slater-Determinate” bezeichnet. Da

eine solche Determinante verschwindet, wenn sie zwei gleiche Zeilen besitzt, d.h. wenn einer der
Niveauindizes « zwei— oder mehrfach auftaucht, wird an dieser Schreibweise sofort ersichtlich, dafs
fiir Vielteilchen-Systeme mit der Eigenschaft (I1.122) jedes Einteilchen-Niveau hochstens einfach

besetzt sein kann.

Dieser “antisymmetrische” Fall 2 wird in der Natur durch Teilchen mit “halbzahligem” Spin

realisiert; solche Teilchen heiffen Fermionen. Thre Statistik, die Fermi—Dirac-Statistik, wird durch

die Forderung bestimmt, daf jedes Niveau entweder unbesetzt oder einfach besetzt, nicht aber

mehrfach besetzt ist:
FD: n, <1 firallea«. (I1.125)

Beispiele fiir Fermionen sind Elektronen, Protonen, Neutronen, Neutrinos, >He-Atome, usw.

Der hier sichtbar werdende Zusammenhang zwischen dem Teilchenspin und der Vielteilchen-Statistik,

der Systeme aus identischen Teilchen gehorchen, wird hiufig als Spin-Statistik-Theorem bezeichnet.

I1.5 Kanonische Dichtematrix fiir ein System freier Teilchen

Es wird nun ein ideales Gas aus NNV identischen Teilchen im thermischen Kontakt mit einer Umgebung

der Temperatur T" betrachtet, also etwa eine in einem Behilter eingeschlossene Gasportion, wobei der

“thermische Kontakt mit der Umgebung” hergestellt wird durch die Stofe der Gasteilchen mit den

Behilterwénden, die die vorgegebene Temperatur 7" haben sollen.

Die kanonische Dichtematrix dieses Systems héngt nun in der Ortsdarstellung von den Koordinaten
aller N Teilchen ab:

1
(r1,...,rylolr), ..., ty) = m(rl,...,rN|e_ﬂH|r’1,...,r'N> ; (I1.126)
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dabei ist die kanonische N-Teilchen-Zustandssumme Zx (3) die Spur des Z#hlers:

Zn(B) = /d3Nr (r1,...,exle ™ ey, ey (I1.127)
Schreibt man zur Abkiirzung wieder ry = 1, rj = 1/, usw., erhiilt man fiir diesen Z&hler die bekannte
Spektralsumme

(1,...,Nle™PH )1/, Ny = e Pyp(l,...,N)gp(l,...,N'). (IL.128)

Ebenso wie bereits bei der Behandlung des einzelnen freien Teilchens in Abschnitt 11.3.2 wird nun
vorausgesetzt, dafs der das Gas einschlieffende physikalische Behilter so groft und derart geformt ist,
dafs Randeffekte keine Rolle spielen. Unter dieser Voraussetzung darf erneut von der tatséchlichen
Form des Behilters abgesehen und einfach ein kubisches “Quantisierungsvolumen” V = L3 mit den
bequemen periodischen Randbedingungen herangezogen werden. Die Einteilchen-Orbitale sind dann
die bekannten ebenen Wellen,
= —e7" it k=— I1.129
ou(r) = e mi T, (IL129)
wobei der Vektor n nur ganzzahlige Eintriage enthilt. Die Energieeigenwerte E des Vielteilchen-Systems
lauten folglich
72

-
—K II.1
2m~ (IL.130)

wobei hier der Multiindex K = (ky,...,ky) eingefiihrt wurde.

Es soll nun zunéchst ein Gas aus identischen Fermionen behandelt werden. Dann sind alle Wellen-
zahlvektoren ki, ..., ky wverschieden; die in die Spektralsumme (I1.128) einzusetzenden Vielteilchen-
Funktionen sind die Slater-Determinanten (11.123):

Yp(l,...,N DPP(oi, (1) ... puy (N)) . (I1.131)

=

Da es unerheblich ist, ob man hier die Argumente der Einteilchen-Funktionen oder ihre Wellenzahl-

Indizes permutiert, hat man auch

Ye(,...,N) = \/—_Z P, (P1). ..oy (PN)
TP

- \/__Z Poorp, (1) ... @rpn (N) . (I1.132)
P
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Beide dieser Moglichkeiten werden nun fiir die Auswertung der Spektralsumme (I1.128) benutzt:

52K2>

1
—BH |1/ AN _
(1,...,Nle |1,...,N>——! EK exp< ﬂ2m

Y (=1)"0x, (P1) ... ¢y (PN) Z(_n%*ﬁkl (1)... gp*;kN (N). (IL133)

P P
Die Schwierigkeit besteht nun darin, daf in der Summe {iber K die einzelnen Wellenzahlvektoren k;
nicht voneinander unabhingig sind, da sie ja den durch die Fermi-Statistik diktierten Einschriankungen
gehorchen miissen: (i) Kein k; taucht zweimal in einem Multiindex K auf, (i) die Reihenfolge der
einzelnen Eintriage k; ist unerheblich: Multiindizes, die sich nur durch die Reihenfolge ihrer Eintrige
unterscheiden, fithren auf die gleiche Energie (I1.130) und sind daher als gleich anzusehen, kommen

also nicht alle einzeln in der Summe vor!

Dennoch 1afst sich der Ausdruck (I1.133) mit Hilfe von zwei zwei elementaren kombinatorischen Argu-

menten wesentlich vereinfachen:

1. Eine beliebige Permutation der Wellenzahlvektoren ki, ..., ky, die einen fermionischen Multi-
index K der Summe (I1.133) bilden, fiihrt auf den gleichen Summanden. Denn zunéchst ist der
Wert der Energie (I1.130) von der Reihenfolge der Beitrige unabhéngig. Weiterhin dndern sich
die Wellenfunktionen vz und 95 bei einer Permutation der Einteilchen-Indizes héchstens um
ein Vorzeichen; das Produkt vz 1% bleibt daher invariant. Wenn alle Wellenzahlenvektoren k;
unter der Summe unabhfngig voneinander laufen, werden s@mtliche moglichen Multiindizes K
generiert; zu jedem Multiindex mit verschiedenen Eintrdgen also auch alle N! Permutationen
davon. Daher gilt die Ersetzung

Z:% > (I1.134)

K T ki ky

wobei die Wellenzahlvektoren unter der Summe auf der rechten Seite tatsichlich unabhdingig
voneinander sind. Zwar tauchen auf der rechten Seite nun auch Konfigurationen auf, bei denen
zwei oder mehrere der Einteilchen-Wellenzahlvektoren gleich sind; diese liefern jedoch wegen der
Antisymmetrie der fermionischen Vielteilchenfunktionen keinen Beitrag.

2. Fiir jede der N! Permutationen der Elemente eines fermionischen Multiindex K ergibt die in
Gl. (I1.133) auftretende Summe iiber P die gleichen N! Beitriige, da ja stets die gleichen Ein-
trige von K permutiert werden. Damit liefert ein Multiindex K insgesamt (N!)? Terme. Diese
werden korrekt zusammengefafst, wenn auf der rechten Seite des Schemas (I1.134) unter der N-
fachen Summe — die ja bereits alle Permutationen generiert — die weitere Summe iiber alle P
durch das N!-fache des Beitrags nur der identischen Permutation ersetzt wird (so daf der im
1. Argumentationsschritt eingefiihrte Faktor 1/N! wieder wegfillt):

oS P = % > NI ... (IL.135)
K 5

’ ki..kn
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Mit diesen Uberlegungen erhilt man aus der urspriinglichen Summe (I1.133) nun den erheblich ein-
facheren Ausdruck

N! 2m

1 h?
(1,...,N|e PH|1',... N") = Z exp(—ﬂ—(k%-i—...-i—k?v))
k.. ky

x> ()P0, (P, (1) -+ i (PN )i, (N) (IL.136)
3

Die Ersetzung der N unabhéngigen Summen iiber die Wellenzahlvektoren k; durch Integrale nach der
bekannten Regel (11.62), also

1 1 X
-3y Ki ...,
v /¢

fithrt auf eine Summe iiber Produkte von N Integralen von genau der Gestalt (I1.63), die bereits in
Abschnitt I1.3.2 bei der Berechnung der kanonischen Dichtematrix eines einzelnen freien Teilchens
angetroffen wurde; das Ergebnis kann daher von dort abgelesen werden: Man findet

21,2
ﬂz ki +ik1-(P1—1’)>

11
—BH |1/ ! _ _1\P 3 _
(L. Ne™PH1, N = = ErE EP:( 1) /d k; exp< -

2
-...-/d3kN exp(—ﬂznlz%v +iky - (PN — N'))
- Nli\SN Z(_l)Pf(Prl —ry)- ... f(Pry —rly), (I1.137)
' P

wobei die schon in Gl. (I1.65) auftauchende Funktion
2
f(r) =exp <—7rp) (I1.138)
verwendet wurde.

Wiederholt man die Rechnung fiir Bosonen, so ist auf die Normierung der bosonischen Vielteilchen-
Funktionen (II.119) achtzugeben: Die Spektralsumme (II.128) erhilt nun die Form

1 1 h’K?
1,...,Nle 21’ ... N") = — _ —
(Lo NlemPHL, o N N!%:nl!ng!...eXp( ﬁ2m)
XY @1, (P1) .. gy (PN) Y P (1) (V) (I1.139)
P ~

P

wobei n; die Besetzungszahl des Einteilchen-Niveaus mit dem Wellenzahlvektor k; angibt. Die hier
auftauchende Summe iiber die bosonischen Wellenzahl-Multiindizes K enthilt nur die Kombinationen
von Wellenzahlvektoren, die aufgrund der Bose-Symmetrie benttigt werden, lauft also nicht iiber alle

Permutationen von (ki,...,ky), sondern nur iiber diejenigen, bei denen (im Falle von Konfigurationen
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mit mehrfach besetzten Einteilchen-Zusténden) verschiedene Wellenzahlvektoren vertauscht werden.
Daher hat man nun

o= > (ﬁyl (I1.140)

K ki..ky ’

mit voneinander unabhdngigen Summen iiber die einzelnen k;. Der zweite Teil des Argumentes ent-
spricht genau dem fermionischen Fall: Die Summe iiber alle P in GI. (I1.139) kann nach der Umfor-
mung (I1.140) durch das N!-fache des Beitrags der identischen Permutation ersetzt werden. Folglich
erhélt man nun ein Resultat, das sich von dem fermionischen Ausdruck (I1.137) nur durch die Ersetzung
der Vorzeichenfaktoren (—1) durch +1 unterscheidet.

Fafit man daher die Vielteilchen-Matrixelemente von e ?# fiir beide Fille in kompakter Form zusam-
men, hat man

1
(r1,...,enle PHIE ) = WZ(:H)PJC(PH —ry)-...- f(Pry —rly), (I1.141)
’ P

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir Bosonen (Fermionen) gilt. Dieses Ergebnis (I1.141) wird zwar
wegen der N! Summanden fiir grofe Teilchenzahlen N recht unhandlich, ist aber exakt!

Fiir die Berechnung der kanonischen N-Teilchen-Zustandssumme miissen nun die Diagonalelemente

dieser Matrix betrachtet werden, also setze r; =} firi =1,..., N:
_ 1
(1, mnle e ew) = S SEDTF(Pr— 1) - f(Poy —ry) . (IL142)
P

Ordnet man die Menge aller N! Permutationen nach zunehmender Komplexitét, hat man als einfachs-
ten Beitrag die identische Permutation P = Id, fiir die sich jeder der Faktoren f(Pr; —r;) auf der
rechten Seite dieser Gleichung auf “1” reduziert. Es folgen die Transpositionen, also die N(N — 1)/2
Permutationen, bei denen genau zwei Teilchen miteinander vertauscht werden; fiir diese Zweier-Zyklen
sind zwei der N Faktoren f(Pr; —r;) von Eins verschieden. Die Permutationen mit dem néchsthSheren
Komplexititsgrad beschreiben einen “Ringtausch” von drei Teilchen, also einen Dreier-Zykel. Man hat
somit

o= 1x > fufit+ Y. fufwfeE (IL.143)

P 2—Zyklen 3—Zyklen

wobei die bequeme Abkiirzung f;; = f(r; — rj) benutzt wurde. (Vorsicht: In den folgenden Termen
dieser Reihe mit vier von Eins verschiedenen Faktoren miissen die Vierer-Zyklen und die “Produkte” von
zwei Zweier-Zyklen beriicksichtigt werden; die hoheren Beitrige werden also zunehmend komplizierter!)

Diese “Zykelzerlegung” der Permutationsgruppe liefert nicht nur ein formal-mathematisches, sondern
auch ein physikalisch sinnvolles Ordnungsprinzip fiir die Reihe (I1.142). Das wird deutlich, wenn nun
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die fiir die Berechnung der Zustandssumme (I1.127) erforderliche N-fache Volumenintegration durchge-
fithrt wird, wobei davon ausgegangen wird, daf die Terme der Anordnung (I1.143) gliedweise integriert
werden diirfen. Die Integration der fiihrenden “1” ergibt lediglich einen Faktor V*V; die Integration

eines beliebigen Produktes f;; f;; fiihrt auf
VN_2 /dgri /dSI'j fzjfﬂ = VNO(/\g/V) fir ¢ 7éj : (11144)

Denn zunéchst konnen die Koordinaten von N —2 Teilchen trivial ausintegriert werden. Geht man dann
von den verbliebenen Ortsvektoren r; und r; zu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten der Teilchen
i und j iiber, ergibt das Schwerpunktsintegral einen weiteren Faktor V', wihrend das Relativintegral
von der Ordnung O(A\3) sein muf, da die Funktion f;; gemif ihrer Definition (II.138) sehr schnell
verschwindet, wenn |r; — r;| > A, d.h. wenn der Abstand der beiden betrachteten Teilchen grof im
Vergleich zur thermischen Wellenlénge ist; jedes Teilchen “spiirt” ein anderes identisches Teilchen, mit
dem es ausgetauscht werden konnte, daher nur in einem Volumen von der GréRenordnung A* um sich
herum. Ebenso macht man sich klar, dafs das entsprechende Integral fiir einen Zykel der Linge ¢ einen
Beitrag der Ordnung

v vo(x?’(f—ﬂ) = vNO( V)Y (IL.145)

liefert. Nun gibt es insgesamt (1;[) = N(N —1)/2 Zweier-Zyklen und O(N?) Dreier-Zyklen, usw. Man

erhiilt also die Zustandssumme in der sehr suggestiven Form*
Zn(B) = tre PH

= /d3Nr (rl,...,rN|e*’8H|r1,...,rN>

o1 (v\Y
- NI\

mit gewissen Koeffizienten c,. Der erste Faktor dieser Darstellung stimmt {iberein mit dem friiheren

N N 5\’
1+Nc1v)\3+NCQ <7A3> + ... (I1.146)

Ausdruck (I.106) fiir die Zustandssumme eines klassischen idealen Gases, so daf die Entwicklung in
der eckigen Klammer gerade den sukzessiven quantenmechanischen Korrekturen zu diesem klassischen
Resultat entspricht. Es fallt auf, daft man an dieser Stelle noch nicht zum thermodynamischen Limes
iibergehen kann: Betrachtet man den Grenzfall formal unendlich grofer Teilchenzahl in einem unendlich
groflen Volumen, N — oo und V — oo, wobei die Dichte n = N/V konstant gehalten werden soll, so
“stort” der vor den Korrekturtermen auftretende Faktor V. Das ist allerdings kein wirkliches Problem,
da die Zustandssumme keine intensive Grofe ist; tatséchlich intensiv ist dagegen die Freie Energie pro
Teilchen, und daher auch In Zn(8)/N. Unter Verwendung der iiblichen Stirlingschen Niherung findet
man

% InZy(B) = —In(nA?) + 1+ c1(nA?) + O((nA?)?) (I1.147)

4Dabei resultiert der zu c¢; proportionale Beitrag offenbar nur aus Paarvertauschungen, also den Zweier-Zyklen, der
zu cp proportionale dagegen aus den Dreier-Zyklen und den Produkten von zwei Zweier-Zyklen.
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so daff nun die “Quantenkorrekturen” als Potenzreihe in dem Parameter n)® auftreten. Offenbar ist die-

se Reihe dann praktisch brauchbar, wenn die hoheren Terme schnell klein werden, d.h. wenn nA3 < 1.

Das ist genau dann der Fall, wenn der mittlere Teilchenabstand (V/N)'/3

1/2

grof ist im Vergleich zur
thermischen Wellenlénge \; da A oc 77/, wird diese Bedingung bei hinreichend hohen Temperaturen
immer erfiillt. Wichtig ist hier jedoch vor allem die Tatsache, dafs die Natur der quantenmechanischen
Korrekturen zu diesem klassischen Hochtemperatur-Grenzfall systematisch offengelegt werden konn-
te: Im Unterschied zur klassischen Mechanik ist die Quantenmechanik empfindlich gegeniiber einem
Austausch identischer Teilchen, die sich in Abstand von einer thermischen Wellenlinge oder weniger
voneinander befinden; aufgrund der (Anti-)Symmetrie der Vielteichen-Wellenfunktion “spiiren” sich sol-
che Teilchen sogar dann, wenn der Hamiltonoperator keinen Wechselwirkungsterm enthalt. Nur wenn
bei gegebener Temperatur 7' und gegebener Teilchendichte n = N/V die thermische Wellenlénge A

sehr klein ist im Vergleich zum mittleren Teilchenabstand n~'/3, d.h. fiir
n\ <1, (I1.148)

kann diese “Austauschwechselwirkung” insgesamt vernachlissigt werden. Dann bleibt von der Sum-

me (I1.143) nur den fithrende Term, also

o=, (I1.149)

und die N-Teilchen Zustandssumme (I1.146) reduziert sich auf die Zustandssumme (I.106) des klassi-
schen idealen Gases, einschlieflich des im Rahmen der klassischen Theorie nur unzureichend motivier-
ten Faktors 1/N!, der sich hier jedoch systematisch aus der Permutationssymmetrie der Vielteilchen-

Wellenfunktionen ergibt. Damit ist ein wichtiges Kriterium gewonnen:

Gase aus identischen Teilchen dirfen (ndherungsweise) klassisch behandelt werden, wenn
ihre Dichte derart gering ist, dafi die thermische Wellenlinge der Teilchen klein ist im
Vergleich zum mittleren Abstand zwischen ihnen, wenn also die Ungleichung (I1.148) erfillt
18t.

Falls dieses Kriterium (II1.148) verletzt wird, heifft das Gas “entartet”.

Im klassischen Grenzfall lauten die Diagonalelemente der normierten Dichtematrix nach Gl. (I1.142)
und Gl. (I1.146) einfach

1

= v (IL.150)

(r1,...,rylolre, ..., rN)

d.h. es existieren keine Korrelationen zwischen den Teilchen: Die N-fache Wahrscheinlichkeitsdichte

dafiir, an jedem der Orte r; ein Teilchen zu finden, setzt sich lediglich multiplikativ aus den Einteilchen-
Dichten (r|g|r) = 1/V zusammen.
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Im allgemeinen, nichtklassischen Fall ist das anders: Die Symmetrie der Vielteilchen-Wellenfunktionen

erzwingt rdumliche Korrelationen selbst bei idealen Teilchen. Dieses Prinzip wird bereits fiir N = 2
deutlich. Geméf der Gl. (I1.142) gilt dann

r2,
(ri,role PH|ry ry) = N6 {1 :l:exp( 9m 12 32 >} ; (I1.151)

daraus folgt die Zustandssumme

g e for eenlr5)]
() [t a2

1 12'1i4ii A2\
To2\8 V 4 \2r

1V A3

Ebenso wie bereits bei der Abschitzung (I11.144) wurde hier zunéchst das Doppelintegral in eines tiber

Z3(B)

Schwerpunkts- und Relativkoordinaten verwandelt und das Integral iiber die Schwerpunktsvariablen
in der zweiten Zeile bereits ausgefiihrt; in der dritten wurde die Identitéit (I.117) benutzt.> Unter der
Voraussetzung A3 < V darf nun die klassische Niherung

2
Z5(B) ~ % (%) (IL.153)

verwendet werden; damit erhélt man schlieflich aus Gl. (I1.151) durch Normierung das Resultat

r?
(ri,ra2|or1,r2) = 72 {1 + exp( o L2 32 )] . (I1.154)
Fiir klassische Teilchen wird also die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, bei einer doppelten Ortsmessung
eines der Teilchen am Ort r; und das andere am Ort ro zu finden, einfach durch

1 1 1

pr(ri,r2) = VZE VY (I1.155)

gegeben; beide Teilchen sind unkorreliert. Fiir Bosonen lautet die entsprechende Dichte dagegen

1 r?
pBE(r1,T2) = e [1 + exp (—277%)] ; (I1.156)

5Da man aus N Teilchen N(N — 1)/2 Paare bilden kann, kann man aus diesem Resultat (I1.152) den in Gl. (I1.146)
eingefiihrten Koeffizienten c1 ablesen: c¢; = £1/(4v/2).
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insbesondere gilt

2 ..
pBE(r1,r2) — 7z flirrio =r1 —1r9 — 0. (I1.157)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, beide Bosonen am gleichen Ort zu finden, ist daher doppelt so
grofs wie die fiir zwei klassische, unterscheidbare Teilchen! Auf der anderen Seite hat man fiir Fermionen

1 ri,
prp(r1,r2) = 7z 1—exp —27rv
— 0 fir rio — 0 s (11158)

d.h. zwei Fermionen werden nicht am gleichen Ort angetroffen. Kurz: Bosonen sind auf Absténden von
der Grofenordnung ihrer thermischen Wellenlénge positiv korreliert, Fermionen dagegen negativ.

pv

s

Fermi-Dirac

r/h

Bose-Einstein

Abbildung II.1: Das statistische Wechselwirkungspotential (II.160), das auf Absténden von der Gro-
fenordnung der thermischen Wellenldnge wirksam wird, beschreibt im Falle identischer Bosonen eine
effektive Anziehung, im Falle identischer Fermionen dagegen eine effektive Abstofsung.

Dieser quantenstatistische Korrelationseffekt kann formal durch ein “statistisches Wechselwirkungs-
potential” Vs(r) beschrieben werden, das offenbar fiir Bosonen attraktiv sein mufs, um die “effektive
Anziehung” (I1.157) zu gewéhrleisten, fiir Fermionen dagegen repulsiv, entsprechend der “effektiven Ab-
stofung” (I1.158). Dann sollte der Faktor 1 & exp(—27r?/A?) als Boltzmann-Faktor dieses Potentials

aufgefafst werden kénnen, was auf den Ansatz

r2
1+exp (_2Wﬁ) = exp(—BVs(r)) (I1.159)
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flihrt; daraus ergibt sich sofort die Darstellung

2
Vs(r) = —kpTIn [1 + exp (—277%)} . (I1.160)

Dieses quantenstatistische Wechselwirkungspotential ist z.B. niitzlich fiir numerische Simulationen, in
denen der Effekt der quantenmechanischen Austauschwechselwirkung beriicksichtigt werden soll, ohne
dafs die Wellenfunktionen selbst in Erscheinung treten. Es soll aber noch einmal betont werden, daft
dieses effektive Potential (I1.160) eine alleinige Konsequenz der (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktion
eines Systems identischer Teilchen ist.

I1.6 Das quantenmechanische ideale Gas im mikrokanonischen

Ensemble

Um nun auch entartete Gase behandeln zu kénnen, fiir die das Kriterium (II.148) nicht erfiillt ist
und daher die hoheren Terme der Entwicklung (I1.147) nicht klein werden, wird zunédchst ein mikro-
kanonischer Standpunkt eingenommen: N identische, nichtwechselwirkende Teilchen befinden sich in
einem Behélter mit dem Volumen V, tauschen jedoch keine Energie mit der Umgebung aus. Ihre
Gesamtenergie F ist daher konstant; gesucht ist die Anzahl Q(F,V, N) der Mikrozustinde.5

Da V sehr grofs sein soll, liegen die Einteilchen-Energien sehr dicht. Es ist dann zweckméfig, nicht
das hochkomplizierte eigentliche Spektrum zu betrachten, sondern eine “coarse graining’-Prozedur
vorzunehmen: Die Energieachse wird in geeignete Intervalle eingeteilt, deren Ausdehnung einerseits
klein sein soll im Vergleich zur typischen experimentellen Auflésung, andererseits aber so grofs, daff in
jedes der Intervalle sehr viele Einteilchen-Niveaus fallen. Bezeichnet man die Anzahl der Zustédnde im
i-ten Intervall mit g;, so wird also g; > 1 vorausgesetzt. Alle g; Niveaus des i-ten Intervalls werden
nun durch die mittlere Energie ¢; dieses Intervalls reprisentiert; dieses “Hilfsniveau” ist daher g;-fach
entartet.

Im Rahmen dieses “grobkérnigen” Zugangs wird ein Mikrozustand beschrieben durch einen Satz {n;}
von Besetzungszahlen der Hilfsniveaus; ein solcher Satz unterliegt den beiden Bedingungen

> ni=N (IL.161)

6Die Uberlegungen in diesem Abschnitt gehen zuriick auf die zweite Arbeit von A. Einstein zur “ Quantentheorie des
einatomigen idealen Gases”, die im Jahre 1925 in den Sitzungsberichten der Preuffischen Akademie der Wissenschaften
erschien. Zwar kannte Einstein zu diesem Zeitpunkt noch keine Fermionen, aber sein Vergleich der Entropie des idealen
Bose-Gases mit der des Maxwell-Boltzmann-Gases benutzt genau die hier wiedergegebenen Techniken. Einstein machte
in dieser Arbeit deutlich, daf Teilchen, die der spdter so genannten Bose-Einstein-Statistik gehorchen, nicht statistisch
unabhingig voneinander sind; er erkannte ihre “Austauschwechselwirkung” auf der Grundlage des Ausdrucks (II.164).
In seinen eigenen Worten: “Die Formel driickt also indirekt eine gewisse Hypothese iiber eine gegenseitige Beeinflussung
der Molekiile von vorldufig ganz ritselhafter Art aus ...”.
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Abbildung I1.2: “Grobkérnung” des Spektrums: Zunichst wird die Energieachse in Intervalle (z.B.
gleicher Grofe) eingeteilt. Dann werden die g; tatsichlichen Einteilchen-Energien im i-ten Intervall

durch die mittlere Energie ¢; dieses Intervalls reprasentiert.

und
D niei=E. (I1.162)

(Da die zweite Summe nicht mit den tatséchlichen Einteilchen-Energien, sondern mit den mittleren
Intervallenergien gebildet wird, kann der Wert E auf der rechten Seite der Gl. (I1.162) nicht exakt mit
der urspriinglichen Systemenergie E iibereinstimmen, sondern wird um einen kleinen Wert AFE davon
abweichen. Die Intervalleinteilung muf so fein bleiben, dafs diese Abweichung fiir alle Konfigurationen
{n;} bedeutungslos bleibt. Insofern entspricht die Grobkérnung des quantenmechanischen Spektrums
der “endlichen Schalendicke”, die schon im Rahmen der klassischen Statistik in Abschnitt I.1 verwendet

wurde.)

Bezeichnet nun w({n;}) die Anzahl der Mikrozustéinde, die zu der gegebenen Konfiguration {n;}
gehoren, so ergibt sich die Gesamtzahl der akzessiblen Mikrozustédnde als Summe dieser Anzahlen fiir
alle Konfigurationen, die mit den “Nebenbedingungen” (I1.161) und (II.162) vertréglich sind:

AUE,V,N)=>""w({ni}) : (IL.163)
{n:}

dabei deutet der Strich am Summenzeichen das Einhalten der Nebenbedingungen an.

Das Gewicht w({n;}) einer Konfiguration {n;} ist abhéingig von der jeweiligen Statistik:
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e Da Bosonen jeden der g; Zustdnde mit der Energie ¢; beliebig hdufig besetzen kdnnen, entspricht
die zuféllige Auswahl der zu besetzenden Zustande in der Sprache der Kombinatorik dem “Ziehen
mit Wiederholung”. Da weiterhin eine Vertauschung von Teilchen aus verschiedenen Intervallen
keine neue Konfiguration liefert, das Gesamtgewicht sich also multiplikativ aus den Gewichten fiir

die einzelnen Intervalle zusammensetzt, ergibt sich fiir die Bose-Einstein-Statistik der Ausdruck

. ni+gi—1 . (ni—i—gi—l)!

WBE({nl}) - 1:[ ( ng > - ];[ ;! (gi — 1)! . (H'164)

e Im Falle von Fermionen kann jeder Zustand hochstens einfach besetzt werden. Daher ist hier
n; < g;; die Auswahl der zu besetzenden Zustidnde entspricht dem “Ziehen ohne Wiederholung”.

Fiir die Fermi-Dirac-Statistik gilt daher

wep ({n:}) = H (ZZ) = H#', (I1.165)

; gi — ni)!

e Im klassischen Fall unterscheidbarer Teilchen gibt es zunéchst g;'* Moglichkeiten, um die n; Teil-

chen des i-ten Intervalls auf die g; Zustdnde mit der Energie ¢; zu verteilen. Weiterhin gibt es

N!
n1!n2!

Intervallen entstehen. Beriicksichtigt man noch den iiblichen Korrekturfaktor 1/N! , so erhilt

verschiedene Konfigurationen, die durch Vertauschung von Teilchen aus verschiedenen

man fiir die Maxwell-Boltzmann-Statistik die Gewichte

wan(fnid) = T2 (IL.166)

In allen drei Fillen lautet die Entropie des Gases dann gemifs Gl. (I1.163)

S(E,V,N) = kglnQ(E,V,N)

= kel " w({n}). (IL.167)
{ni}

Man benutzt nun die fiir die statistische Physik typische Maximumsnéherung, die auch bereits in Ab-

schnitt 1.3 bei der Einfiihrung des Temperaturbegriffes oder in Abschnitt 1.5 bei der Begriindung des
Ausdrucks (I1.101) fiir die Freie Energie herangezogen wurde: Die Verteilung der Grofie der Summanden
in der Summe (I1.163) wird bei hinreichend grofen Teilchenzahlen derart scharf, dafs der Logarithmus
der Summe (in Verbindung mit der Stirling-N&herung!) durch den Logarithmus des maximalen Sum-

manden ersetzt werden kann. Daher hat man
S(E,V,N)~ kglnw({n]}) , (I1.168)

wobei {n}} die Konfiguration mit dem maximalen Gewicht bezeichnet.
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Die weitere Aufgabe besteht also nun darin, fiir jede der drei Statistiken diejenige Konfiguration der
Besetzungszahlen zu finden, die das jeweilige Gewicht unter Einhaltung der Nebenbedingungen (I11.161)
und (I1.162) maximiert. Die Losung einer solchen Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen gelingt
mit Hilfe der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren:

e Essei g : R™ — R eine glatte Funktion. Eine Extremstelle dieser Funktion findet man bekanntlich
durch Nullsetzen ihres Gradienten,

dg
8{Ei

Vg=0 oder =0 firi=1,...,n. (I1.169)
Denn fiir jedes dz = (dzy,...,dz,)" ist dann dg = Vg - dz = 0, so daR g unter einer beliebigen

Variation seiner Argumente stationér bleibt.

Die Argumente x der Funktion ¢ sollen nun jedoch dadurch eingeschrankt werden, daf sie den

m unabhingigen Nebenbedingungen
fi(x)=0 ;o j=1,....m (m < n) (I1.170)

gehorchen; dabei bedeutet Unabhingigkeit, daf die Gradienten dieser Funktionen voneinander

linear unabhingig sind.

Durch die Einhaltung dieser m Nebenbedingungen wird das Argument x von g auf eine n—m-
dimensionale “Untermannigfaltigkeit” M des R"™ gezwungen. Die Gradienten der m Funktionen
f; spannen in jedem Punkt = den m-dimensionalen Normalraum an M auf. Da nun x aufgrund
der Nebenbedingungen nur tangential zu M variiert werden darf — sonst wiirde bei einer solchen
Variation die Untermannigfaltigkeit M ja verlassen werden —, wird ein Extremwert der auf M
eingeschriankten Funktion g durch das Verschwinden nur der Tangentialkomponente ihres Gradi-
enten charakterisiert; die Normalkomponente des Gradienten muf dagegen nicht verschwinden.
Da der Normalraum gerade von den Gradienten der Funktionen f; aufgespannt wird, lautet die

Bedingung fiir ein Extremum von g “mit Nebenbedingungen” anstelle von Gl. (I.169) nun

Vg=> NV, (IL.171)

j=1

wobei die in diesem Ansatz auftauchenden Koeffizienten A; als Langrange-Multiplikatoren be-

zeichnet werden. Denn wenn der Gradient von ¢ als Linearkombination der Basisvektoren des
Normalraums vollstdndig im Normalraum an M liegt, besitzt er keine Tangentialkomponente;
g bleibt also unter mit den Nebenbedingungen vertridglichen Variationen stationdr: Fiir jedes
Differential dz erhilt man mit Vg - dx = dg zunichst

dg=>Y NVf-du; (IL.172)

Jj=1
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ist dz insbesondere “mit den Zwangsbedingungen vertréiglich”, also tangential zu M, so ver-
schwinden alle Skalarprodukte auf der rechten Seite dieser Gleichung. Folglich erh&lt man fiir

eine solche “erlaubte” Variation wieder die bekannte Stationaritdtsbedingung
dg=0. (I1.173)

Diese geometrische Sichtweise verdeutlicht zudem eine rechentechnisch sehr bequeme Tatsache:
Die differentielle Beziehung (I1.172) gilt fiir jedes Differential do = (dxy,...,dz,)", nicht nur
fiir die Tangentialvektoren an M, so dafs bei Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren die
einzelnen Inkremente dx; trotz der Zwangsbedingungen als unabhdngig voneinander angesehen

werden diirfen.

Bezeichnet man jetzt den Lagrange-Multiplikator fiir die “Teilchenzahl”-Nebenbedingung (I1.161) als «
und den fiir die “Energie”-Nebenbedingung (I1.162) als 3, und benutzt auerdem die in der Phy-
sik flir Variationsaufgaben iibliche §—Schreibweise, so {ibersetzt sich die “geometrische” Extremwert-

gleichung (I1.172) fiir die Bestimmung der maximierenden Konfiguration {n}} in
dlnw({n;}) — aZdni + ﬂZEiéni =0. (I1.174)

Vor der Durchfiihrung der Variation soll zunéichst der Ausdruck fiir Inw({n;}) mit Hilfe der Stirling-
Naherung (I.25) in eine bequeme Form gebracht werden. Genau hier geht die “Grobkérnung” des
Spektrums ein, da sie garantiert, dafs die einzelnen Besetzungszahlen n; und die Multiplizititen g;

grofs im Vergleich zu 1 sind!
o Im Falle der Bose-Einstein-Statistik erhélt man aus Gl. (I1.164)

Inw({n;})

Z [ln(ni +gi— 1! —Inn;! —In(g; — 1)!}

i

Q

Z [(m +g;—1)In(n;+¢;,—1) —n;lnn; — (g; — 1) In(g; — 1)

i

—(ni—I—gi—l) + n; +(g¢—1)

S [nﬂn(l—k%) +giln<%+1)] , (IL.175)

(2 K3

Q

3

wobei im zweiten Schritt die Stirling-Formel (also Inn! =~ nlnn — n fiir grofse n) und im dritten

nochmals g; > 1 ausgenutzt wurde.

o Fiir die Fermi-Dirac-Statistik liefert Gl. (IL.165) auf gleiche Weise

1nw({m}) = Z [1ng7;! —Inn;! —1In(g; — n;)!

2
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~ Z [91‘ Ing; —niInn; — (g; — n;) In(g; — n;)

i

—9i + ny + (9i — m)}

-y n 1n<% _ 1) —g 1n<1 - Z—)] . (I1.176)

o Schlieflich folgt aus Gl. (I1.166) fiir die Maxwell-Boltzmann-Statistik der Ausdruck

lnw({ni}) ~ Z _ni Ing; — n;lnn; + nl}

-y nilng—%ni} . (IL.177)

(2

Definiert man zur Charakterisierung der drei Statistiken die Grofe

-1 (BE)
a={ +1 (FD) |, (I1.178)
0 (MB)

so lassen sich diese drei Resultate in kompakter Form zu

mw({n}) =3 [n ln(i—i - a) — ag;In (1 - a"—) [+ 4] ] (IL.179)

. K3
3

zusammenfassen, wobei das Symbol {4— m} hier und im folgenden ausdriicken soll, dafs der Term +n;
nur im Maxwell-Boltzmann-Fall auftaucht.

Die Variation dieses Ausdrucks ergibt nun

Snw((n) = len(g_z_a)+%nja(_%)_ljgﬂ (-2) [+1]

i v 9i
- Zm(% - a) oni (I.180)

so daf die Gleichung (I1.174) fiir die Bestimmung der maximierenden Konfiguration {n}} schlieflich
die einfache Gestalt

Z [1n<& — a) —— ﬁ&] on; =0 (I1.181)

annimmt. Aufgrund der effektiven Unabhéngigkeit der on; — die im Sinne der Bemerkungen im An-

5711'

schluf an Gl. (II.172) durch die Verwendung der Lagrange-Multiplikatoren garantiert wird — folgt
daraus

1n<g—j; - a) =Bei+a (IL.182)
n

3
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fir alle Intervalle 4, also

g—i —a=exp(fe; + ), (I1.183)

(2

und schlieflich das gesuchte Resultat

o ! (IL184)
9i  exp(Beit+a)+a’ ‘

Da g; den Entartungsgrad des Niveaus mit der Energie ¢; bezeichnet, ist n/g; gerade diejenige Beset-
zungszahl eines einzelnen Zustandes mit der Energie ¢;, die zu der Konfiguration mit dem maximalen
statistischen Gewicht gehort — kurz: die wahrscheinlichste Besetzungszahl.

Es bleibt nun noch die physikalische Bedeutung der beiden Lagrange-Multiplikatoren o und [ zu
bestimmen. Das gelingt mit Hilfe der Entropie, die in der Maximumsn#herung unter Verwendung des
Ausdrucks (I1.179) sofort angegeben werden kann:

S

= Inw({n;})

5 [ —a) ~amn(1 a2 [

'3 (2

%

Z n(Be; + @) + ag;In % [—i— n:k] . (I1.185)

i 1— a2

|
4

= l+4+aexp(—fe —a). (I1.186)

Mit Hilfe der Nebenbedingungen (II.161) und (II.162) kann die Summation nun teilweise ausgefiihrt
werden; man findet so

S —PEi—
E:ﬂE—l—aN—l—azi:giln(l—kae pemey [+ ] . (IL.187)

Es ist bemerkenswert, daf fiir ein Maxwell-Boltzmann-Gas die genaue Form des Einteilchen-Spektrums
keine Rolle spielt; in diesem (klassischen) Fall hat man einfach
S

2 _BE-aN=N. (IL.188)
kB
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Diese Beziehung fiir die mikrokanonische Entropie erinnert an die aus Gl. (I1.79) bekannte thermo-
dynamische Identitdt £ =TS — pV + uN, aus der sich sofort
S E uN pV

= = I1.189
kg kT + ksT kT ( )

ergibt. Da weiterhin ein klassisches ideales Gas der Zustandsgleichung

.

_ 11.190
kT ( )

gehorcht, erlaubt der Vergleich der beiden Gleichungen (I1.188) und (I1.189) nun die Festlegungen

1 Iz

O r ™M 0T T (119
der Lagrange-Multiplikator fiir die Energiebedingung (I1.162) wird also — nicht ganz unerwartet —
durch die Temperatur, der fiir die Teilchenzahlbedingung (I1.161) durch das chemische Potential be-

stimmt.

Diese Identifizierung der Lagrange-Multiplikatoren gilt natiirlich auch fiir die beiden quantenmechani-
schen Statistiken. Man erhélt daher aus den Gln. (I1.187) und (I1.189) nun die Zustandsgleichung fiir
ideale Bose- oder Fermigase im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles in der Form

pV —pPE; — &
T za;giln(l—kae Peizey (I1.192)

wobei « und § durch Gl. (I1.191) mit den phénomenologischen Grofen T und p verbunden werden. Im
Unterschied zum Maxwell-Boltzmann-Fall geht in diese Zustandsgleichungen das jeweils vorliegende

Einteilchen-Spektrum ein.

Die konkrete Berechnung der Lagrange-Parameter ist nicht ganz einfach: Die Nebenbedingung (I1.161)

erhéilt mit dem Resultat (I1.184) fiir die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen n} die Form

9i
N = ; I1.193
zi: exp(Be; + ) +a ( )
die Bedingung (I1.162) wird zu
gi€i
E = E . 11.194
- exp(fe; + a) + a ( )

Die linken Seiten dieser beiden Gleichungen sind vorgegeben; auf den rechten miissen also « und ( so

eingestellt werden, da beide Summen den jeweils richtigen Wert ergeben!
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I1.7 Das ideale Gas im kanonischen und groffkanonischen En-

semble

Wiéhrend im mikrokanonischen Ensemble das chemische Potential () und die Temperatur (5)
als Lagrange-Multiplikatoren auftreten, wird im kanonischen Ensemble die Temperatur als Gleich-
gewichtsparameter vorgegeben. Ausgangspunkt einer kanonischen Behandlung ist die kanonische N-
Teilchen-Zustandssumme

IN(V,T) =) e "7, (I1.195)
E

wobei diese Summe {iiber alle Energieeigenwerte £ des N-Teilchen-Systems lduft. Betrachtet man
nun ein ideales Gas mit Einteilchen-Energien €; — wobei hier wirklich die tatséchlichen Eigenwerte
¢; auftreten, nicht ihre in Abschnitt II.6 benutzten grobkornigen Abkémmlinge — und zugehorigen
Besetzungszahlkonfigurationen {n;}, so unterliegen diese Konfigurationen zwar wie auch im mikro-
kanonischen Fall der Einschriankung

> ni=N, (I1.196)
aber die Gesamtenergie

> nigi=E (I1.197)

wird nicht mehr festgehalten. Daher erhilt die kanonische Zustandssumme (I1.195) die Gestalt

INV.T) = 3 W ({ngy) e Pime (IL.198)
{ni}

wobei die Konfigurationen {n;}, die zu dieser Summe beitragen, nur durch die Teilchenzahlbedin-
gung (I1.196) eingeschrinkt werden; diese Einschrinkung wird durch den Strich an dem Summen-
zeichen angedeutet. Das statistische Gewicht W({nl}) einer im Sinne der Nebenbedingung (II1.196)
zuldssigen Konfiguration lautet geméf der Gl. (I11.115) fiir die Bose-Einstein-Statistik einfach

Wae ({n;}) =1. (I1.199)
Im Falle der Fermi—Dirac-Statistik darf kein Zustand mehrfach besetzt werden, also

1 , allen; =0o0der1l

, (I1.200)
0 , sonst

Wep ({ni}) = {

und fiir die Maxwell-Boltzmann-Statistik hat man den iiblichen “korrigierten Multinomialkoeffizien-

77

ten”,

Wis ({ni}) = H o (I1.201)
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Fiir klassische Teilchen, die der Maxwell-Boltzmann-Statistik gehorchen, kann nun die kanonische Zu-
standssumme leicht ausgewertet werden. Einsetzen der Gewichte (I1.201) in Gl. (11.198) liefert zunéchst

ZnW,T) =Y KH %) 11 (e—ﬂai)’“} : (I1.202)

{n;} ] i

(2

An dieser Stelle kann der “Multinomialsatz”, also die Verallgemeinerung des Binomialsatzes auf Poten-
zen von Summen mit mehr als zwei Summanden, benutzt werden. Es gilt ndmlich

(@1 +z+.. )N =) ahale (I1.203)

n1!n2!

wobei die Summe der Exponenten n; genau der “Teilchenzahl”Bedingung (I1.196) unterliegt, da jede
der N Klammern auf der linken Seite beim Ausmultiplizieren genau einen Faktor zu jedem der Terme
auf der rechten Seite beitragen muR. Mit 2; = e~#% findet man daher sofort

1 ’ N! N
NI Z [Hm' H (87661) ]
{ni} ¢

Zy(V,T)

i

1 N
= i Ze_ﬂe”l
_ %[zl(v,T)}N , (I1.204)

wobei hier in der zweiten Zeile genau die Einteilchen-Zustandssumme Z;(V,T) auftaucht. Fiir ein
ideales Maxwell-Boltzmann-System ist also die N-Teilchen-Zustandssumme einfach die um den Faktor
1/N! korrigierte N-te Potenz von Z1(V,T).

Zur Ubung soll diese (aus Gl. (I1.67) bereits bekannte) Einteilchen-Zustandssumme hier noch einmal
berechnet werden, nun jedoch mit Hilfe der energieabhéngigen Zustandsdichte: Die Anzahl N(p) der

Zustdnde, deren Impuls kleiner ist als p, ergibt sich aus dem durch h? dividierten Phasenraumvolumen,

V4
N(p) = 3 §7rp3 : (I1.205)

die Anzahl der Zustdnde mit Impulsen zwischen p und p + dp ist also

v
dN(p) = 3 4p?dp . (I1.206)

Da weiter € = % fiir nichtrelativistische freie Teilchen, folgt

2
=L dp =1/ i dp ; (I1.207)
m m
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daraus ergibt sich die gesuchte energieabhingige Zustandsdichte g(e) nun zu

v m
gle)de = ﬁ47r2m5,/2—5 de

= 22—3‘/ (2m)®/2 /2 de . (I1.208)

Wandelt man Z;(V,T) mit Hilfe dieser Dichte in ein Integral um, findet man

2 o0
Z(V,T) = Y e P — 2—;/(2771)3/2 / de et/2e=P¢
i 0
2V _
= F(Qm)‘g/zﬂ 21(3/2)
= %(271’77114;BT)3/2

v

= (I1.209)
wobei der bekannte Funktionswert I'(3/2) = /m/2 benutzt und das Resultat wie gewohnt durch
die thermische Wellenldnge (I1.59) ausgedriickt wurde. Man erhélt auf diese Weise das “klassische”
Resultat (I.107) zuriick, das auch in Abschnitt II.6 im klassischen Grenzfall aus der Dichtematrix

gefunden wurde, ndmlich

N
ZN(V,T) = % (%) . (I1.210)

Damit kann auch die grofkanonische Zustandssumme des idealen Maxwell-Boltzmann-Gases sofort

angegeben werden. Die schon aus Gl. (I1.37) bekannte Umformung
Z(z,V,T) = tr e~ AH—1N)

— Z e~ B(EN—pN)

N,En

= ) Ny e BN (IL.211)
N=0 En

fiihrt mit den N-Teilchen-Energien Ey und der Fugazitiit z = e®# auf die Reihe

(o]
Z(z,V,T) = > ZNZnWV,T)
N=0

_ > 1 2\
= 2 wlw
N=0
= exp(i—Z) , (I1.212)



96 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIK

so dafs fiir ideale klassische Teilchen sowohl die kanonische als auch die grofskanonische Statistik leicht
ausgewertet werden kann, indem die bendtigten partiellen Ableitungen der Zustandssummen (I1.210)
und (I1.212) gebildet werden.

Fiir ideale Bosonen oder Fermionen kann dagegen die kanonische N-Teilchen-Zustandssumme

INV.T) = Y e P (I1.213)
{ni}

nicht mehr elementar berechnet werden, da hier die bei der Summation einzuhaltende Nebenbedingung
der konstanten Teilchenzahl (I1.196) erhebliche technische Schwierigkeiten aufwirft. Das grofkanonische
Ensemble, in dem diese Nebenbedingung per Konstruktion wegfallt, ist daher viel einfacher: Man hat

nun

Z(z,V,T) = i oy Z/ efﬁzi"m

N=0 {nl}

= > > H(ze*ﬁff)"i . (I1.214)

N=0 {n;} )

Zwar ist hier die innere Summe ) {/n} ... mit der Einschrankung ). n, = N fiir festes N auszufiihren,
die nachfolgende Summe > %_, ... , die dafiir sorgt, daf N jeden beliebigen Wert annehmen kann,
hebt diese Einschrinkung jedoch wieder auf. In der Doppelsumme sind daher alle bosonischen bzw.
fermionischen Konfigurationen zugelassen, so daft nun die einzelnen Besetzungszahlen n; unabhdngig
voneinander laufen. Die grofkanonische Zustandssumme entspricht daher fiir Bosonen (n; = 0,1,2,...)
einem Produkt von unendlichen geometrischen Reihen, fiir Fermionen (n; = 0, 1) einem Produkt von

Summen mit nur zwei Summanden:

Z(z,V,T) = HZ(zefﬁei)m

1

- BE

H 1 — ze—Pe: (BE)
- i . (I1.215)

H (1+ ze*’ge’i) (FD)
Nun gilt fiir den Logarithmus der grofkanonischen Zustandssumme die bereits in Abschnitt 1.6 mit

Hilfe der thermodynamischen Identitét hergeleitete Beziehung (1.147), also
pV

mz =2
N = eT

Durch Einsetzen des grofkanonischen Resultates (I1.215) erhélt man aus diesem Zusammenhang sofort

die Zustandsgleichung fiir ideale Quantengase:

ﬂ — —Bei
"o =F Zln(l F ze ) , (11.216)
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wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir Bosonen (Fermionen) gilt. Benutzt man hier erneut den in
Gl. (IL.178) eingefiihrten Parameter a zur Unterscheidung der verschiedenen Statistiken, hat man
schlieflich

ﬂ _1 —Be;
T~ a Xi:ln(l + aze™ %) | (I1.217)

was genau dem mikrokanonischen Ausdruck (I1.192) entspricht. Es muf jedoch betont werden, daf die
Herleitung der Zustandsgleichung im mikrokanonischen Ensemble erhebliche Ndherungen voraussetzte
— die “Grobkdérnung” des Spektrums und die Maximumsndherung fiir die Entropie in Verbindung
mit der Stirling-Approximation —, wogegen die grofkanonische Zustandssumme (I1.215) ohne jede
Niherung gefunden werden konnte, also ezakt ist!

e Der Ausdruck (II.217) enthélt auch den Fall der Maxwell-Boltzmann-Statistik, némlich als

Grenzfall fiir @ — 0 : Durch Taylor-Entwicklung der rechten Seite erhélt man den Grenzwert

PV N e =27Z,(V,T) . (I1.218)
kT -

Andererseits gilt gemaf Gl. (I1.212) und Gl. (I1.67) fiir Maxwell-Boltzmann-Teilchen die Bezie-
hung

1%
InZ = 33 = 2Z1(V,T) (I1.219)
so daf dieser Grenzwert (I1.218) in der Tat die Maxwell-Boltzmann-Statistik beschreibt.

Da die grofskanonische Zustandssumme
Z(z,V.T) = Y 2N S W ({ni}) e (I1.220)
N=0 {n;}

fiir jede der Statistiken aus den grofskanonischen Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der jeweils
zuldssigen Konfigurationen gebildet wird, kénnen die physikalisch relevanten Erwartungswerte dhnlich
wie im kanonischen Fall durch geeignete partielle Ableitungen aus der Zustandssumme gewonnen wer-
den, wobei zur konkreten Berechnung dieser Ableitungen die Darstellung (I11.217) verwendet wird. So
erhilt man etwa den Erwartungswert fiir die Gesamtteilchenzahl, die im groffkanonischen Ensemble ja
fluktuiert, durch eine partielle Ableitung nach der Fugazitit:

> N=o NzN Z{IM}W({W}) 0B nics
S0 2N SV ({ni}) 70 2

z <2 In Z)
0z VT

(N) =



98 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIK

_ _Z aze Pei
1 4 aze—Pei

= Y ; : (I1.221)

z=lefsi +q

Nach dem gleichen Muster ergibt sich der groftkanonische Erwartungswert fiir die Gesamtenergie zu

0
(E) = 8ﬂ(IHZ)ZV
—Be;

- —Z aze;e
o 1+ aze Pei

=Y 57 , (I1.222)

z=lefei +a

und die grofkanonischen Erwartungswerte fiir die Besetzungszahlen der einzelnen Zusténde lauten

olnZ
(ni) = —= “oe
ﬂ € V,T,alle e; mit j#i

1 aze Pei

al+ azeBe
1

z—1lefei 4 q

S — (I1.223)

exp(al “) +a

Damit gelten fiir die mittlere Teilchenzahl (I1.221) und die mittlere Energie (I1.222) die unmittelbar
einsichtigen Beziehungen

(N)

> () (I1.224)

(B) = ) eln), (I1.225)
die als “schwache” Varianten der mikrokanonischen strikten Zwangsbedingungen (I1.161) und (I1.162)

angesehen werden kdnnen.

Das grofkanonische Resultat (I1.223) fiir die mittleren Besetzungszahlen besitzt die gleiche Form wie
sein mikrokanonisches Gegenstiick (I1.184). Es besteht jedoch ein konzeptioneller Unterschied: Im Rah-
men des mikrokanonischen Ensembles wurden die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen berechnet, im
Rahmen des grofskanonischen die Erwartungswerte. Die durch den Vergleich der Ausdriicke (I1.184)
und (T1.223) sichtbar werdende “Aquivalenz” der verschiedenen Ensembles wird daher erneut durch
die makroskopische Grofe der thermodynamischen Systeme bedingt. Fiir groke N werden die zu-
grundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen ndmlich derart scharf, daf die Unterscheidung von
“wahrscheinlichstem Wert” und “Mittelwert” unwesentlich wird.
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I1.8 Statistische Eigenschaften der Besetzungszahlen

Die unter Verwendung des grofskanonischen Ensembles ohne jede Niherung hergeleitete Verteilungs-

funktion fiir die mittlere Besetzungszahl eines Einteilchen-Zustandes mit der Energie ¢,

(ne) = . = ! (I1.226)

-1 —. )
T a T op(Ek) +a

ist von herausragender Bedeutung fiir praktische alle Anwendungen der Quantenstatistik. Wahrend fiir
hinreichend hochenergetische (und daher nur schwach besetzte) Zusténde, ndmlich fiir e —p > kgT, die
Besetzungszahlen fiir die Bose-Einstein-Statistik (¢ = —1) und fiir die Fermi-Dirac-Statistik (¢ = +1)
gemifl der Ndherung

€ — —
(ne) =~ exp(— k}g;) o e/keT (I1.227)

in die der klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik (¢ = 0) iibergehen, werden bei tiefen Temperaturen
die charakteristischen Unterschiede zwischen Bosonen und Fermionen deutlich:

<r1€>

Abbildung II.3: Mittlere Besetzungszahlen im grofikanonischen Ensemble: Fiir die Fermi-Dirac-
Statistik (FD) fallt die Verteilungsfunktion (I1.226) in einem Bereich von der Ordnung O(kgT) um das
chemische Potential y herum von Werten nahe Eins auf Null ab. Fiir die Bose—Einstein-Statistik (BE)
bleibt p stets unterhalb der Grundzustandsenergie €o; fiir u o wird die Besetzung des Grund-
zustandes sehr grofs. Fiir Zustinde mit hohen Energien, die nur schwach besetzt sind, gehen beide

quantenmechanische Statistiken in die klassische Maxwell-Boltzmann-Statistik (MB) tiber.
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e Im Falle der Fermi—Dirac-Statistik gilt (n.) < 1, da jeder Zustand mit h6chstens einem einzi-

gen Teilchen besetzt werden kann. (Verschiedene Spineinstellungen werden hier als verschiedene
Zustinde angesehen.) Zustinde, deren Energie um deutlich mehr als das “thermische Energie-

dquivalent” kg1 unterhalb des chemischen Potentials liegen, sind praktisch vollstindig besetzt,
(ney — 1 fire < pund |e — p| > kT ; (I1.228)

Zustdnde mit einer Energie um deutlich mehr als kg7 oberhalb von p bleiben praktisch leer,
(ne) — 0 fire > pund e — u| > kT . (I1.229)

Die Fermi-Verteilungsfunktion entspricht daher bei tiefen Temperaturen einer Stufenfunktion,
die nur in einem Bereich von der Grofenordnung O(kgT) um das chemische Potential herum
“aufgeweicht” ist.

e Im Falle der Bose—Einstein-Statistik gilt offenbar p < ¢ fiir alle Einteilchen-Niveaus ¢, da an-

dernfalls negative Besetzungszahlen auftauchen miifften. Damit mufs das chemische Potential
fiir Bosonen immer unterhalb des Grundzustands-Niveaus g liegen. Fiir den Fall, daf sich das
chemische Potential von unten an die Grundzustandsenergie anschmiegt, also fiir u ¢, wird
die Besetzung (no) des Grundzustandes “makroskopisch grofs”; dieses Phénomen tritt bei der

Bose—Einstein-Kondensation auf.

Bereits in Gl. (I1.223) wurde benutzt, dafs die Erwartungswerte der grofkanonischen Besetzungszahlen
durch Ableiten der grofkanonischen Zustandssumme nach den Einteilchen-Energien erhalten werden,

1 102
(ne,) = AT
6 i VT, alle €; mit j#i
1 InZ
L (3 n ) . (I1.230)
BN 92 )vr ane ; mit j#£i

Fiihrt man die gleiche Ableitungsoperation nun zweimal durch, erhélt man die zugehorigen Varianzen,

also die mittleren Schwankungsquadrate der Besetzungszahlen:

V,T, alle e; mit j#i

1 ( 182)
Z BOei ) v, alle £; mit j#i
(32 (48
3 O¢; z? B Oei

= (nZ) — (n)*. (IL.231)

I
Sl
| =

S

o
Q
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Es gilt daher

(n2,) = (ne,)? = ~Fos, i)

daraus erhélt man weiterhin fiir die relativen Schwankungsquadrate den Ausdruck

<n§,> - <n€i>2 o l 0 1
(ne,)? - BOei(n.,)
- Lo
= g lefe

Y

der fiir jede der drei Statistiken gilt. Beachtet man nun
1
(ne,)

folgt daraus die Beziehung

) -t 1
(ne,)? (ne,) 7

die Varianzen selbst erhalten die Form

(n2,) = (ne,)* = (ne,) (1 - alne,) ) -

=zt 4 qa,

e Um dieses Resultat einordnen zu kénnen, betrachte man eine Poisson-verteilte Zufallsgrof

101

(11.232)

(I1.233)

(I1.234)

(I1.235)

(11.236)

e)/i\' mit

einem Parameter A. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs diese Zufallsgréfse den Wert n annimmt,

lautet also

p()?zn)z %e”‘ fir n=0,1,2,....

Daraus erhélt man den Erwartungswert ( Ubungsaufgabe!)
(X) =\

und die Varianz

(X?) —(X)?=r=(X),

woraus sich fiir die relative Varianz sofort

ergibt. Solche Poisson-artigen Fluktuationen, fiir die die Varianz mit dem Erwartungswe

einstimmt (bzw. die relative Varianz mit dem inversen Erwartungswert), heiffen normal.

(I1.237)

(I1.238)

(11.239)

(I1.240)

rt tiber-
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Der Vergleich der Beziehung (I11.240) mit dem grofkanonischen Resultat (I1.235) zeigt, daf die Beset-
zungszahlen im klassischen Maxwell-Boltzmann-Grenzfall solchen normalen Fluktuationen unterliegen.
Im Vergleich dazu sind die Besetzungszahlfluktuationen eines idealen Fermi-Dirac-Gases infranormal,

die eines idealen Bose—Einstein-Gases supranormal.

Es soll nun noch die Wahrscheinlichkeitsverteilung p.(n) dafiir angegeben werden, in einem gegebenen

Einteilchen-Zustand mit einer Energie € genau n Teilchen zu finden.

e Im Falle der Fermi—Dirac-Statistik ist entweder n = 0 oder n = 1. Also hat man

1
(ne) = Y npe(n) = p(1), (I1.241)
n=0
so dak sich die gesuchte Verteilung hier durch Aufzéhlung der beiden einzigen Werte angeben
1a£¢t:

pE(O) = 1—<n5>
pe(1) = (ne). (I1.242)

o Im Falle der Bose—FEinstein-Statistik lautet die grofkanonische Zustandssumme nach Gl. (I1.215)

Z= H Z (ze=P=)"™ (I1.243)

Daher ist p.(n) hier proportional zu (ze_ﬁs)n; die Normierung ergibt
pe(n) = (1 — 2e7%) (ze=75)" . (IL.244)

Um die hier auftretende geometrische Verteilung ebenso wie im Fermi-Dirac-Fall durch die mitt-

lere Besetzungszahl auszudriicken, benutzt man

1 2z lefe

<n€> = m und <n€> +1= m (11245)

und findet damit die gesuchte Form

_ 1 (ne) "
pe(n) = o+ 1 <<n€>+1) : (I1.246)

e Fiir die Maxwell-Boltzmann-Statistik hat man die grofkanonische Zustandssumme

—Be;\™i
z=11 Z W , (I1.247)
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also wird pe(n) nun proportional zu (ze_ﬁs)n /n! . In diesem Fall fiihrt die Normierung auf

_ e e
pe(n) o exp(—ze™ %) | (I1.248)

also auf eine Poisson-Verteilung; unter Beachtung der klassischen Beziehung

1

g =" (I1.249)

(ne) =

erhilt sie die (aufgrund der Gln. (II1.235) und (I1.240) bereits erwartete) Gestalt

pe(n) = <nn,> e~ (ne) . (I1.250)

Die geometrische Verteilung (I1.246) fiir Bosonen und die Poisson-Verteilung (I1.250) fiir klassische
Maxwell-Boltzmann-Teilchen unterscheiden sich in sehr wesentlicher Weise. Fiir klassische Teilchen

gilt
pe(n) (ne)"/n! (ne) 1
pe(n—1 ~ -1~ n Cn (IL251)
fiir Bosonen dagegen
pe(n) __{ne) const. (I11.252)

pe(n—1)  (n)+1

Somit fallen die Wahrscheinlichkeiten p.(n) im klassischen Fall fiir grofe n viel schneller ab als im
Fall der Bose—Einstein-Statistik; Bosonen besitzen daher eine gegeniiber klassischen Teilchen erhéhte
Tendenz, den gleichen Zustand zu besetzen. Anders ausgedriickt: Die Quotienten (I1.251) und (I1.252)
geben jeweils die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir an, daf ein Niveau, das bereits n — 1 Teilchen
enthilt, noch ein weiteres Teilchen aufnimmt. Im Maxwell-Boltzmann-Fall wird diese Wahrschein-
lichkeit wie 1/n unterdriickt, im Bose—Einstein-Fall dagegen nicht: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
ein Niveau ein weiteres Boson aufnimmt, ist unabhdngig von der Anzahl der Bosonen, die es bereits
enthilt.

I1.9 Die Sattelpunktsmethode

In Abschnitt I1.6 ergab sich fiir die wahrscheinlichste Besetzungszahl eines g;-fach entarteten Energie-
niveaus ¢; im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles in Gl. (I1.184) der Ausdruck
n;k 1

n; 11.253
gi exp(fe;i+a)F1 ( )
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mit den Lagrange-Multiplikatoren

8= k‘BLT und o= _ICBLT , (I1.254)

wobei hier und im folgenden das obere (untere) Vorzeichen fiir Bosonen (Fermionen) gilt. Das grofs-
kanonische Ensemble lieferte in Abschnitt I1.7 fiir den Erwartungswert der Besetzungszahl eines Ein-
teilchen-Zustandes mit der Energie ¢; ohne jede Naherung die Gleichung (11.223),

1
exp(elj];:,ﬁ‘) F1

Dabher fithren beide Ensembles zu dquivalenten Aussagen, sofern die Teilchenzahlen derart grof sind,

(ni) = (I1.255)

daf “wahrscheinlichster Wert” und “Erwartungswert” aufgrund der Schérfe der jeweiligen Verteilung
nicht mehr zu unterscheiden sind.

In diesem Abschnitt sollen nun die Erwartungswerte der Besetzungszahlen im kanonischen Ensem-
ble berechnet werden. Um die dazu bendtigten kanonischen N-Teilchen-Zustandssummen zu erhalten,
kann man von den bekannten grofkanonischen Zustandssummen (I1.215) ausgehen, also von den Pro-
duktdarstellungen

[[a-z"  @p
Z(B,2) = I (1 + ze =) (FD) (I1.256)

i

und die Tatsache ausnutzen, daf diese grofkanonischen Zustandssummen gemafl der Identitit
Z(8,2)=>_ 2NZn(B) (I1.257)
N=0

die kanonischen “erzeugen”. Faft man hier ndmlich die Fugazitit z als eine komplexre Variable auf,
liefert der Cauchysche Integralsatz sofort die exakte Beziehung

Zn(B) = — %dz 2(5,2) (I1.258)

T 2w ZN+1 7

wobei der Integrationsweg den Ursprung der komplexen Fugazititsebene im Gegenuhrzeigersinn um-
lduft. Dieses sehr komplizierte Integral kann nun mit Hilfe der Sattelpunktsmethode ndherungsweise

auf ein viel einfacheres zuriickgefiihrt und berechnet werden.

e Eine analytische komplexwertige Funktion F(z) = U(z) 4+ iV (z) einer komplexen Variablen z =
x + iy gehorcht nach der Kettenregel den Gleichungen

or _ oro. _ or
or 9z 0x Oz
OF OF 0z LOF
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also gilt auch

0 : .0 .
%(U—HV) = —18—y(U+1V) (I1.260)

oder
ou oV oV oUu

el - = I _iZ= . 11.261
8x+18x oy 18y (I1.261)

Trennung von Real- und Imaginérteil liefert die bekannten Cauchy—Riemannschen Gleichungen

ou _ ov

or Oy

ov ou

- = ——. I1.262

ox dy (11.262)
Nochmaliges Differenzieren und Vertauschen der zweiten Ableitungen ergibt

FU_ ooV _ oo U

oz 9dxdy Oy odr oy?

2 2
ov.._ 9ou _ oou _ OV, (IL.263)
oy? Oy Ox Oz Oy 0x?

daher gehorchen die Funktionen U = U(x,y) und V = V(z,y) der Laplace-Gleichung in zwei
Dimensionen: Mit der Definition A = 8‘9—;—1— aa—; hat man nach Gl. (I1.263) die Identitaten AU = 0
und AV = 0. Dann gilt auch AF = 0, oder

0’°F

0’F

die zweite Ableitung der Funktion F'(z) parallel zur imaginiren Achse ist also in jedem Punkt z

das Negative dessen, was sich bei Ableitung in Richtung der reellen Achse ergibt.

Wenn daher die Funktion F'(z) fiir reelle Argumente reell bleibt und bei Verdnderung von z
entlang der reellen Achse bei z = 2y ein Minimum aufweist, so findet man bei Verédnderung von z
auf der Parallelen zur imagindren Achse durch zp in diesem Punkt ein Mazimum; die Funktion
F(z) besitzt daher in zy einen Sattelpunkt. Wenn nun, wie im Falle des Umlaufintegrals (I1.258),
das Integral der Funktion F'(z) entlang eines weitgehend beliebigen geschlossenen Weges um den
Ursprung herum zu berechnen ist, so ist es zweckméfig, den Integrationsweg senkrecht zur re-
ellen Achse genau iiber den Sattel zu fiilhren: Da dann der dominante Beitrag zum Integral in
der Umgebung des Sattelpunktes “aufgesammelt” und weiterhin der Integrand in dieser Umge-
bung durch eine Gaufsfunktion beschrieben wird, kann das Umlaufintegral durch ein einfaches
Gaufintegral approximiert werden; diese Approximation ist umso besser, je grofser der Wert der
zweiten Ableitung F"(z) in Richtung der reellen Achse ist; je schirfer also das Minimum fiir
reelle z und damit auch der Sattel ausgeprigt ist. Diese “Sattelpunktsmethode” wird aufgrund
der damit verbundenen speziellen Wahl des Integrationsweges in der englischen Literatur auch
als method of steepest descent bezeichnet.
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Imz

it /zl0 Rez
7

Abbildung II.4: Die Sattelpunktsniherung. Besitzt eine Funktion F'(z) bei Verdnderung von z ent-
lang der reellen Achse in 2y ein Minimum, so hat sie bei Verdnderung von z senkrecht dazu in zg
ein Maximum. Um den Wert eines Umlaufintegrals der Funktion F'(z) zu berechnen, fiihrt man den
Integrationsweg genau iiber den Sattel: Da der dominante Beitrag zum Integral in einer Umgebung um
den Sattelpunkt erworben und der Integrand dort durch eine Gaufsfunktion approximiert wird, kann

das Umlaufintegral auf ein einfaches Gaufintegral zuriickgefiihrt werden.

Bei der Auswertung der Integraldarstellung (I1.258) der kanonischen N-Teilchen-Zustandssumme stofst

man nun auf den Integranden

F(z) = SN+1

- f(2)) (I1.265)

wobei im Hinblick auf die spétere Gauflapproximation bereits hier sein negativer Logarithmus

f(z) = (N+1)lnz—-1InZ(g,2)
oo
= (N+1)lnz+» In(lFze ) (I1.266)
=0
eingefithrt und die Produktdarstellung (I1.256) verwendet wurde. Da Z(0, z) auf der reellen Achse

mit z stark anwichst, die Funktion z — 1/zNV+!

jedoch schnell abfallt, wenn N groft wird, besitzt
das Produkt F(z) = Z(3, z)/zN ! auf der reellen Achse ein deutlich ausgeprigtes Minimum, das mit
wachsender Teilchenzahl N immer schirfer werden wird, und erfiillt damit die Voraussetzung fiir die

Anwendung der Sattelpunktsmethode.

Um den Sattelpunkt zu finden, leitet man anstelle der Funktion F(z) einfacher ihren negativen Loga-
rithmus f(z) ab: Es ist

o0

af N+1 ns (F1)e=Pe

9z =z 1F ze=Bei (I1.267)

=0
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Die Bestimmungsgleichung fiir den Sattelpunkt zo, also

af(2)
0z

=0, (I1.268)

Z=Z0

erhélt nun die suggestive Form

oo 1
N+1= —_ (I1.269)
; zo lefe F 1

die durch Vergleich mit der grofkanonischen Beziehung (I11.221) sofort die physikalische Bedeutung des
Sattelpunktparameters zy zeigt: Sofern der Unterschied zwischen IV + 1 und N vernachléssigt werden
darf — was fiir hinreichend grofe Systeme natiirlich immer der Fall ist —, gleicht der Wert von zj fiir
ein kanonisches Ensemble von Systemen mit genau N Teilchen dem Wert der Fugazitiit z = e*/*87 in

einem grofkanonischen Ensemble von Systemen, die im Mittel N Teilchen beinhalten.

Fiir die zweite Ableitung ergibt sich

o°f  N+1 i + (e f=)?
822 22 i—0 (]_ F Ze*/gei)z
1 e~ 1 ?
= ——= |[N+1+ _ I1.2
= [N+ ; <Z_1eﬁsi = 1) (I1.270)
Im Falle von Bosonen ist daraus die Ungleichung
0% f
o e) 0 IL.271
822 e f (ZO) < ( )

sofort ersichtlich. Sie gilt jedoch auch fiir Fermionen: Da im Fermi-Dirac-Fall alle Summanden auf
der rechten Seite der Sattelpunktsgleichung (II.269) einen Wert zwischen Null und Eins annehmen,
sind ihre Quadrate stets kleiner als sie selbst; die eckige Klammer in Gl. (I1.270) ist daher fiir z = 2
immer positiv. Damit besitzt f(z) fiir Bosonen und fiir Fermionen bei z = zy ein Maximum; geméfs
dem Zusammenhang (I1.265) besitzt die Funktion F'(z) somit das erwartete Minimum auf der reellen
Achse. Da die Grofenordnung der Kriimmung bei nicht zu tiefen Temperaturen offenbar durch

F®(z0) = O(N) (11.272)

gegeben wird, wird dieses Minimum — und folglich auch das bei der “senkrechten” Sattelpunkts-
integration auftauchende Maximum — mit zunehmender Teilchenzahl tatsichlich immer schirfer. Da-
her wird auch die Gaufapproximation mit wachsendem N immer besser — sie ist keine unkontrollierte
Néaherung, sondern “asymptotisch exakt” !
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Die formale Anwendung der Sattelpunktsmethode ist nun sehr einfach: Nach quadratischer Entwicklung
der Funktion f(z) um den Sattelpunkt herum sowie der Substitution z = zg + iu mit reellen u ergibt
sich unter Beriicksichtigung von f(?)(zg) < 0 sofort das GauRintegral

1 zZo+ioco

Zn(B)

Q

27i

dz exp <—f(zo) - %f@)(zo)(z — zo)2>

zp—ioco

= ie*f(zo) /+00du exp +1f(2)(20)u2
2 oo 2

—f(z0)
- £ (I1.273)
=271 f ) (2)

Es folgt

1 1
WZy(B) = —f(z)—5h2r— 1n<—f(2)(zo))
= —(N+1lnzF Zln(l T zoe_ﬁsi)
=0
-z ln o — —1 Z e (I1.274)
(1 F 20e~ BEL)

wobei fiir den vierten Term auf der rechten Seite der zweiten Gleichung die Umformung

N+l G

%5 — (AF zoe—0ei)?
(et ()
LF zge=Fe (1 F zge—Pei)?

—f(Q)(Zo) —

=0
oo

—Beq
_ Z 2o ‘e (I1.275)

— (1 F zpe™ f@ei)

benutzt wurde, die ihrerseits die Sattelpunktsgleichung (I1.269) beinhaltet. Im allgemeinen wird dieser
letzte Term auf der rechten Seite der Gl. (I1.274), in dem die Summe nur unter dem Logarithmus
auftaucht, gegeniiber dem zweiten Term, der sich aus einer Summe von Logarithmen zusammensetzt,

vernachléssigbar klein sein; es gilt dann sogar in guter Ndherung

In Zy(8) = —f(z0) - (I1.276)

Das entspricht einmal mehr der schon hiufig verwendeten Maximumsniherung: Der Logarithmus der
“Summe” (I1.273) wird hier durch den Logarithmus lediglich des maximalen Summanden approximiert!
Es gibt jedoch eine Situation, die gesondert betrachtet werden mufs: Im Falle von Bosonen besetzen
bei sehr tiefen Temperaturen fast alle Teilchen den Grundzustand. Dann muf der Summand mit ¢ = 0
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auf der rechten Seite der Sattelpunktsgleichung (I1.269) die Summe schon alleine fast voll ausschopfen;
man hat daher nun

2yt —1=0(1/N). (I1.277)

Folglich sind in diesem Sonderfall der zweite und der vierte Term auf der rechten Seite der letzten
Gl. (I1.274) von gleicher Grofenordnung, ndmlich von der Ordnung O(ln N), so daff die Vernach-
lassigung des vierten nicht mehr gerechtfertigt ist. Wenn man diesen besonderen Tieftemperatur-
Fall (I1.277) zundchst aufer Acht laft und die N&herung (I1.276) akzeptiert, ergeben sich daraus
die gesuchten kanonischen Erwartungswerte der Besetzungszahlen in Analogie zu der grotkanonischen
Rechnung (I1.223) durch Ableiten, wobei nun allerdings auch die Temperaturabhéngigkeit des Sattel-
punktes zg zu beriicksichtigen ist:

81nZN(ﬂ) 8anN(ﬁ) (92:()

) = 9(—Pe;) 020 0(—P¢j)
01 (0) af| 9z
9(Be;) % ., 0(Be;) (IL278)

Da jedoch der zweite Beitrag als Folge der definierenden Gleichung (11.268) fiir den Sattelpunkt ver-
schwindet, erh&lt man schliefflich

0
9(Be;)
zge~Pei

1 F zge—Pei

1
= —. T1.279
Zo_leﬁej F 1 ( )

(nj) =

+ Z ln(l T zoe’gei)l

=0

Bis auf den Umstand, daf in der Sattelpunktsgleichung (I1.269), die ja den Wert des Parameters zg
festlegt, auf der linken Seite ein “N + 17 anstelle von N auftaucht, gleicht dieses Ergebnis genau
den groRkanonischen Erwartungswerten (I1.223), so daR die erwartete Aquivalenz der verschiedenen

Ensembles bei hinreichend groften Teilchenzahlen auch hier sichergestellt wird.

e Wie aber ist der Sonderfall (I1.277) zu behandeln, also die bei sehr tiefen Temperaturen mogli-
che Besetzung des Grundzustandes durch eine sehr groffe Anzahl von Bosonen? Dieses Phanomen
ist von erheblichem Interesse; es wird als Bose—Einstein-Kondensation bezeichnet und im folgen-

den Abschnitt III.1 im Rahmen des grofskanonischen Ensembles ausfiihrlich untersucht werden.
Betrachtet man anstelle der Erwartungswerte der Besetzungszahlen zunéchst deren Varianzen, so
macht man fiir diesen Fall eine interessante Beobachtung: Im groffkanonischen Ensemble ergibt
sich fiir die Varianz der Grundzustandsbesetzung nach Gl. (I1.236) der exakte Ausdruck

(ng) = (no)? = (no) ((no) +1) ; (I1.280)
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daher werden fiir 7" — 0, wenn alle Bosonen in den Grundzustand “kondensieren”, die grofkano-
nischen Fluktuationen sehr grofs, ndmlich

(ng) = (no)* = (N)((N) +1) . (I1.281)

Auf der anderen Seite ist im kanonischen und im mikrokanonischen Ensemble die Teilchenzahl N
fest vorgegeben. Wenn daher in diesen Ensembles fiir 7" — 0 alle N Teilchen den Grundzustand
besetzen, kann die Zahl der Teilchen im Grundzustand nicht mehr fluktuieren; also gilt

(ng) — (no)*> — 0 (I1.282)

im kanonischen und im mikrokanonischen Ensemble fiir 7 — 0. Auf der Ebene der Fluktua-
tionen sind daher die verschiedenen Ensembles im Falle der Bose-Einstein-Kondensation nicht
mehr Aquivalent! Um jedoch zu untersuchen, ob sich diese Nicht-Aquivalenz bereits auf der Ebe-
ne der Besetzungszahlen selbst niederschligt, ist die in diesem Abschnitt skizzierte Form der
Sattelpunktsniherung ungeeignet: Als Folge der Beziehung (I1.277) ist nicht nur der vierte Term
auf der rechten Seite der Gleichung (11.274) gegeniiber dem zweiten nicht mehr vernachléssigbar,
sondern eine kurze Rechnung zeigt sogar

F®) (z0) = O(NF) (I1.283)

fiir die Grofenordnung der k-ten Ableitung der Funktion f(z) am Sattelpunkt (k > 2); insbe-
sondere gilt also fiir ein kondensiertes Bose-Gas die Beziehung f()(z9) = O(N?) anstelle der fiir
nichtkondensierte Systeme giiltigen Abschitzung (IL.272). Der Abbruch der Taylorentwicklung
von f(z) nach dem quadratischen Term, der zu dem Gaufintegral (IL.273) fiihrte, erscheint daher
fragwiirdig. Tatséchlich ist es aber nicht dieser Umstand, der die bisher verwendete Form der
Sattelpunktsndherung fiir Bosonen bei tiefen Temperaturen ungiiltig macht — fiir die Herlei-
tung einer asymptotischen Naherung ist das Konvergenzverhalten der Taylorreihe unerheblich
—, sondern ein damit zusammenhéngender: Aus der Beziehung (I1.277) folgt ndmlich sofort

20 = e — O(1/N) , (11.284)

so daf der Sattelpunkt zg fiir ein Bose—Einstein-kondensiertes System bis auf Terme der Ordnung
O(1/N) an den “Grundzustandspol” bei z = e”*° der groffkanonischen Zustandssumme

Ol 1
1=0

heranriickt. Andererseits verlangt die Gaufapproximation (I1.273), daf der tatséchliche Integrand
exp (—f(z)) in einem Umkreis mit einem Radius von der Grofenordnung O(1/+/]f® (zo)[) um zo
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herum regulér bleibt, eben damit die einfache Gaufkurve den Integranden in der relevanten
Umgebung des Entwicklungspunktes richtig beschreiben kann. Da jedoch nun nach Gl. (I1.283)

1/4/1f®(20)| = O(1/N) , (11.286)

und weiterhin nach Gl. (I1.284) in der O(1/N)-Umgebung des Sattelpunktes der Grundzustands-
pol anzutreffen ist, kann genau diese Regularititsvoraussetzung nicht mehr erfiillt werden: Im
Falle eines kondensierten Bose-Gases wird der Integrand durch den in der Nihe des Sattelpunktes
liegenden Grundzustandspol der grofkanonischen Zustandssumme derart verzerrt, dafs er nicht
mehr durch eine Gauffunktion beschrieben werden kann.

Es existiert jedoch eine Variante der Sattelpunktsmethode, mit der auch solche singuléren Inte-
granden behandelt werden konnen”; diese Variante zeigt, daf das vorherige Resultat (I1.279) fiir
die Erwartungswerte der kanonischen Besetzungszahlen trotz der beschriebenen Komplikation
auch fiir ein Bose-Einstein-kondensiertes Gas Giiltigkeit besitzt Die Nicht-Aquivalenz der ver-
schiedenen statistischen Ensembles bei Bose—Einstein-Kondensation dufsert sich daher erst auf
der Ebene der Besetzungszahlfluktuationen.

"Bei dieser Variante bezieht man den “Grundzustandspol”, also den Faktor i = 0 der grofkanonischen Zustandssum-
me (I1.285), nicht in die Gaufentwicklung ein. Das dann resultierende Integral fiihrt auf parabolische Zylinderfunktionen,
deren Verhalten genau bekannt ist. Die technischen Details dieses Verfahrens erldutern M. Holthaus und E. Kalinowski,
The saddle-point method for condensed Bose gases, Annals of Physics (New York) 276, 321-360 (1999).
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Kapitel 111

Ideale Bose-Gase

Aus Abschnitt I1.5 ist bekannt, dafs ideale Gase klassisch behandelt werden diirfen, wenn der mittlere
Abstand der Teilchen groff im Vergleich zu ihrer thermischen Wellenléinge ist, wenn also n\® < 1.
Wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist, wird die quantenmechanische Natur der Teilchen und damit
insbesondere der Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen sichtbar. In diesem Kapitel soll zu-
nichst das Verhalten solcher “entarteter” Bose-Gase untersucht werden. Zwar sind die meisten realen
Bose-Gase nicht wechselwirkungsfrei, also nicht ideal, aber dennoch kommt der Untersuchung auch der
idealen Quantengase besondere Bedeutung zu: So kann z.B. das “Photonengas” als ein relativistisches
ideales Gas masseloser Teilchen angesehen werden. Seit der experimentellen Realisierung der Bose—
Einstein-Kondensation sehr diinner atomarer Gase im Jahre 1995 ist zudem die Physik der schwach
wechselwirkenden Bose-Gase zu einem aktuellen, sich stlirmisch entwickelnden Forschungsgebiet ge-

worden, dessen Verstindnis die genaue Kenntnis des idealen Systems voraussetzt.

ITI.1 Thermodynamik idealer Bose-Gase

III.1.1 Die Kontinuumsapproximation

Fiir ein ideales Bose-Gas mit den Einteilchen-Energien €, das im Ensemblemittel aus (N) = N Teilchen

in einem Volumen V besteht, gelten nach Abschnitt I1.7 die groftkanonischen Beziehungen
1%
—lfBT = InzZ = —ze:ln(l —zef’ge)
1
N = = - I11.1
Z}”J Z S—1gBe _ 1 ( )

€

mit dem iiblichen Temperaturparameter § = kBLT und der Fugazitit z = ¢%#. Wenn nun die Temperatur
derart hoch ist, daf sehr viele Niveaus besetzt sind, kann die Summe {iber alle € in guter Naherung durch

113
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ein Integral ersetzt werden; diese Ndherung wird als Kontinuumsapproximation bezeichnet. Fiir das

hier behandelte Gas freier Teilchen geschieht die Ersetzung mit Hilfe der bekannten energieabhingigen
Zustandsdichte (I1.208),

27V
ge) = F(zm)?)/2 elf?, (IIL.2)

e Falls dagegen das Gas in einer “Falle” gefangen ist, was naturgeméfs in Laboratoriumsexperi-
menten, die mit nur ca. 10° Atomen durchgefiihrt werden, immer der Fall sein muf, wird das
Einteilchen-Spektrum und damit auch die Zustandsdichte durch das Fallenpotential bestimmt.
So findet man fiir eine Falle mit dem Potential eines dreidimensionalen isotropen harmonischen
Ostzillators mit der Kreisfrequenz w die quadratisch von der Energie abhingende mittlere Zu-
standsdichte (Ubungsaufgabe!)

(I11.3)

diese Dichte ist von grofer Bedeutung fiir die Beschreibung vieler gegenwértig durchgefiihrter
Experimente mit gefangenen “ultrakalten” Gasen.

Bei dem Versuch, die Summen in den Gl. (III.1) gemé&f

SR /Ooodsg(s)... (IIL.4)

in Integrale zu {iberfiihren, wird nun eine bereits in den Abschnitten I1.8 und I1.9 erw&hnte Besonderheit
wichtig: Schreibt man den grofkanonischen Erwartungswert der Besetzungszahl des Grundzustandes

mit der Energie ¢g = 0 als (ng) = Ny, so gilt

(I11.5)

wenn also z " 1, d.h. wenn sich das chemische Potential ;1 des Gases von unten an die Grundzustands-
energie £g = 0 anndhert, wird die Besetzung des Grundzustandes sehr grofs, d.h. von der Ordnung
O(N). Andererseits wird der Grundzustand durch die Zustandsdichte (II1.2) jedoch mit Null gewichtet,
g(0) = 0, kann daher zum Integral nicht beitragen. Daher miissen in der Kontinuumsapproximation
der Gln. (ITI.1) die Summanden mit € = 0 zunéchst beibehalten werden: Man hat dann

pvV _27TV

T F@m)g/z/o deel/? In(1—ze ) — In(1 - 2) (I11.6)

und

N = 2 (2 3/2/ d . 1.7
h3(m) 0 Ez*leﬁf—l—i—z*l—l ( )
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Im Falle z /' 1 besetzt sogar ein beliebig grofier Bruchteil der vorhandenen N Teilchen den Grund-
zustand; dann kann die Gl. (III.7) ohne den zweiten Summanden auf der rechten Seite nicht erfiillt
werden. Dagegen gilt nach Gl. (IIL5) die Identitét 2= — 1 = NLO und folglich auch

Ny

= — II1.8
¥ No+1 ’ ( )

das ergibt 1 —z = ﬁ Selbst im Falle einer “groffen” Grundzustandsbesetzung, also fiir No = O(N),
ist daher In(1 — z) = O(In N); der Grundzustandsterm in Gl. (IIL.6) bleibt daher logarithmisch klein
und darf trotz der falschen Gewichtung des Grundzustandes durch die Dichte (III.2) vernachlissigt
werden. Partielle Integration fiihrt dann auf

2 o0
k‘BLT = —h—§(2kaT)3/2/0 dxwl/an(l—ze_m)
2 ([ 2rmkpT 3/2 9 3/2 N e ©  243/2,0-1
_ 2 (2mmksT 221 — ey - [ 4w EEEC | 1119
ﬁ( 02 > g0 L=z /0 e (HL9)

da die Randterme verschwinden, erhdlt man daraus unter Verwendung der thermischen Wellenlan-
ge (I1.59) nun

D 1 4 e x3/?
S B TN IIL.10
kpT A3 3ﬁ/0 T Ter — 1 (IIL.10)

Das hier auftauchende Bose—Einstein-Integral liefert ein erstes Beispiel fiir eine wichtige Klasse spezi-

eller Funktionen, die im folgenden h#ufig bendtigt werden wird:

e Es sei

() = —— /mde (IIL.11)
gniZ) = r'(n) Jo z—ler — 1 '

die “Bose-Funktion zum Index n”. ' Dann erhilt man fiir 0 < z < 1 sofort die niitzliche Reihen-

darstellung
1 o gnTlze®
n = == de ———
9n(2) F(n)/o T e
1 /oo e )
= — dx z™ ze ¥
) Jo 2 (=)
Y
=
22 28
= — 4+ —F ... I11.12
dt gttt (II1.12)

In der mathematischen Literatur wird diese Funktion als Polylogarithmus bezeichnet: g, (z) = Lip (2).
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insbesondere gilt g,,(2) & z fiir 2 < 1. Andererseits hat man jedoch gemaf Gl. (II1.8) z ~ 1 bei
“grofier” Grundzustandsbesetzung Ny. In diesem Fall ben6tigt man die Funktionswerte

gn(1) = Zgin = ((n), (I11.13)
=1

wobei ((z) die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet; diese Funktion spielt insbesondere auch in

der Zahlentheorie eine herausragende Rolle. Sie ist fiir alle komplexen Argumente z mit Ausnahme
eines einfachen Pols bei z = 1 regulér; fiir Re(z) > 1 gilt die oben benutzte Reihendarstellung

()= % . (IIL.14)
(=1

Einige in der statistischen Physik der Bose-Gase hdufig vorkommende Funktionswerte sind

¢(3/2) 2.612375
¢€(2) = 7%/6 ~ 1.644934
¢(5/2) =~ 1.341487
)
)

Q

(3) ~ 1.202057
C(4) = /90 =~ 1.082323. (I11.15)

Unter Beriicksichtigung von I'(5) = 2 - 1/7 sowie der Definition (IIL.11) erhilt die GL. (IIL.10) daher
nun die Standardform

p_ 11 / T
kT /\3¥ o zler — 1
1
3 95/2(2) , (1I1.16)

ebenso vereinfacht sich die Gl. (II1.7) zu

N-No _ (2«mksT\** 1 /°° 21/
14 N h? @ 0 Y Ter 1
1
= = g32(2) - (IT1.17)

Diese beiden Grundgleichungen (II1.16) und (II1.17) bilden den Ausgangspunkt fiir die folgende Un-
tersuchung der Thermodynamik des freien, idealen Bose-Gases im grofskanonischen Ensemble.

Aus der ersten dieser Gleichungen erhilt man sofort den bekannten, von der Statistik unabhangigen
Zusammenhang zwischen dem Druck und der Energiedichte zuriick: Die Innere Energie des Gases ist

0lnZ
U = —
( 85 >z,V
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(I11.18)

das bedeutet, wie erwartet,

_2U

_z2Y I11.19
P=3y ( )

I11.1.2 Die Virialentwicklung

Um weiter aus den Gln. (II1.16) und (III.17) die iibliche Form der Zustandsgleichung fiir das ideale

Bose-Gas zu erschliefsen, muft die Fugazitit z eliminiert werden. Dazu wird zunéchst der Fall eines nur

schwach entarteten Gases betrachtet, dessen Temperatur noch so hoch ist, daft Ny = 0 gesetzt werden
darf. Die Entwicklung (I11.12) fiithrt dann fiir die zweite der Grundgleichungen auf die Potenzreihe

N 1
Vv = bel 93/2(3)
1 22 23 24
X (z+ 23/2 + 33/2 + 43/2 +- ) J (I11.20)

die nun invertiert, also nach z aufgelost werden mufs. Dazu wird ausgenutzt, daff bei nur schwacher
Entartung sowohl die Fugzitdt z als auch der dimensionslose Parameter

/\3

VN = nA? (IT1.21)

q=

klein ist. In erster Ordnung erhilt man durch Multiplikation der Gl. (II1.20) mit A* und Vernachlssi-
gung der hoheren Potenzen von z sofort

JRCO R (I11.22)

in zweiter Ordnung ergibt sich unter Verwendung der ersten dann

1 2
(2 _ N ¢§)
z = q 23/2z

L,

(I11.23)
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Das Verfahren kann nun sukzessive, also Ordnung fiir Ordnung in z, weitergefithrt werden, wobei in
n-ter Ordnung auf die in der (n — 1)-ten erhaltene Ndherung fiir z zuriickgegriffen wird: In dritter
Ordung ergibt sich auf diese Weise
E - @2 _ 1 23
23/2 33/2
1 2 L 3 L 3 4
= q—m{q —W(J}—Sgﬂq +0(q")
1 11\ .
q—23/2q +(Z—M>q —l—(’)(q ), (11124)

was bereits erahnen lafst, daff dieses Verfahren in hoheren Ordnungen recht bald sehr aufwindig und
damit unpraktikabel wird. In der Tat: Die 4. Ordnung liefert

1 . 1. 1 .
) (3)? 533 314

1
—Mq4 +0(¢°)
1, 1 1 3
R +(rgsﬂ>q
1 1 1 1 1 4 5
- (25/2 T 91/233/2 + 29/2  31/293/2 + 43/2) 7 +0(q). (I11.25)
Die so erhaltene Naherung fiir die Fugazitdt z mufs nun in die erste Grundgleichung, also in die
Entwicklung
D 1 22 23 24

kB—TZF(Z-FW‘FW'Fm-F... (III.26)

eingesetzt werden. Multiplikation mit V/N liefert dann bei Mitnahme der oben berechneten Terme bis
zur 4. Ordnung in ¢ die Zustandsgleichung

PV L[ 1, (1 1Y,
NksT ¢ | 227 T\q 32 )1
1 1 1 1 1 4
~\ 95/2 _21/233/2+29/2 _31/223/2+43/2 q
1 1 1 2 4
+25/2 'y _21/2q +23q + 9 33/2 q
1 3 3
+35/2 (q ~ 93721 )

1
- mq4 + O(q5)] : (II1.27)
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Da ja der Entwicklungsparameter ¢ = V’\/—sN = \3/v gerade das Verhiltnis des “Quantenvolumens” \3
zu dem pro Teilchen zur Verfiigung stehenden Volumen v = V/N angibt, hat dieses Resultat (II1.27)

die Form einer sogenannten Virialentwicklung, also einer Entwicklung der Zustandsgleichung nach

Potenzen dieses Parameters,
00 —1
pV A3
_ ol I11.28
o ;?w(v) | (IT1.28)

wobei der fithrende Virialkoeffizient

a; =1 (111.29)

dem klassischen Grenzfall ¢ — 0 entspricht. Die drei ersten “nichttrivialen” Virialkoeffizienten kénnen
ebenfalls aus der Entwicklung (II1.27) abgelesen werden:

1 1
“2 = %p T n
(1 1\ 1
4 22
B 1
= 15
~ —0.176777, (111.30)
weiterhin
11 1 1
S A
_oL 1oy L
T8 9 3 3
_ _(L_l)
9v/3 8
~ —0.003300 (I11.31)
und
1 L1 1 N 1 1
a. = —_ — R
! 42 36 16v2 26 8
N 1 L 1
8v2  6v6 322
1
— +_
616 32
3 1 —8-2+4+4+1

= ——+

+
32 26 32V/2
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_ (i L% _ L)
N 32 32v2 26
~0.000111 . (111.32)

Q

Die Virialkoeffizienten a, werden also augenscheinlich mit zunehmenden Index ¢ schnell klein. Aus
physikalischer Sicht entspricht die Potenzreihe (II1.28) einer Hochtemperaturentwicklung der Zustands-

gleichung des idealen Bose-Gases: Fiir T' — oo hat man A — 0 und daher auch ¢ — 0, so daf sich die
rechte Seite der Reihe (I11.28) auf ihren fiithrenden Term reduziert; in diesem Grenzfall erhélt man die
Zustandssumme des klassischen idealen Gases zuriick. Bei zwar hohen, aber endlichen Temperaturen,
also fiir 0 < ¢ < 1, wird neben a; = 1 zunichst nur der zu ay proportionale Term bendétigt, der
die “fithrende Quantenkorrektur” beschreibt, also die bei diesen Temperaturen sichtbar werdende Kor-
rektur des klassischen Verhaltens aufgrund der Austauschwechselwirkung, also letzlich aufgrund der
Symmetrie der quantenmechanischen Wellenfunktion des Vielteilchensystems. Die Tatsache, daf dieser
Koeffizient as negativ ist, zeigt geméf der Entwicklung (III.28) an, daf der Druck in einem idealen
Bose-Gas bei hohen, aber endlichen Temperaturen im Vergleich zu dem in einem klassischen idealen
Gas verringert wird, wie es aufgrund des fiir Bosonen attraktiven statistischen Wechselwirkungspoten-
tials (I1.160) zu erwarten ist: Die durch die Bose-Symmetrie bedingte effektive Anziehung der Teilchen
entspricht einer Druckverminderung.

Diese grofkanonische Virialentwicklung (II1.28) bildet offenbar ein Gegenstiick zu der kanonischen
Entwicklung (I1.147). Dem Vorteil, daf hier auch die hoheren Virialkoeffizienten relativ leicht berech-
net werden konnen, steht der Nachteil gegeniiber, daf der Zusammenhang der einzelnen Terme der
Entwicklung mit den in Wechselwirkung stehenden Teilchenkonfigurationen nicht mehr offensichtlich
ist.

Mit Hilfe der Virialentwicklung 14t sich nun auch die spezifische Warmekapazitéit des schwach entar-

teten idealen Bose-Gases angeben. Unter Benutzung des Zusammenhangs (I11.19) hat man zunéchst
cv _ 1 (W
Nkg Nk \ 0T NV

370 pVv
-2 (a_TNkB)NV , (II1.33)

Die einzelnen Terme in der Entwicklung
00 -1
pV A3
— = T(— 111.34
s (3) ey
sind proportional zu T1=3(—1) = 7%5*; also folgt
Cy 3530 (A3
Nks 5; 2 (7)

A3 A3\ 2 PEAN
1+ 0.088388” -+ 0.006600 <7> +0.000390 <7> ...

: (I11.35)

N W
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wobei die vorher berechneten numerischen Werte der Virialkoeffizienten a1 bis a4 eingesetzt wurden.
Fiir sehr hohe Temperaturen und bzw. oder sehr kleine Dichten, also fiir A3 /v — 0, erhiilt man daraus
wieder das klassische Resultat zuriick, Cy = %N kp. Fiir kleine, aber endliche Werte von A3 /v liegt
dagegen Cy oberhalb des klassischen Grenzwertes. Da andererseits die Warmekapazitét fir 77 — 0
verschwinden mufl, muff Cy bei einer gewissen Temperatur ein Mazimum besitzen. (Die folgende
Untersuchung wird zeigen, daf dieses Maximum ein “cusp” ist, daf also dort die Ableitung von Cy
nach 7T einen Sprung macht.)

I11.1.3 Bose—Einstein-Kondensation

Wird nun die Temperatur des Gases erniedrigt oder seine Dichte erhéht, so daR A3/v nicht mehr
klein im Vergleich zu 1 bleibt, tragen mehr und mehr Terme der Virialentwicklung bei, bis daf diese
Entwicklung schlieffllich unzweckmifig wird; dann muf die Fugazitit z durch numerische Losung der

zweiten Grundgleichung (II1.17) bestimmt werden. Da wegen z = N];/j)rl stets 0 < 2 < 1 gilt, die
Bose-Funktion g3/5(2) in diesem Intervall monoton mit z wichst und durch gs,5(1) = ((3/2) =~ 2.612

beschrinkt wird, hat man fiir jede Temperatur 7' die Ungleichung

3/2
N-Ny <V (m;#) ¢(3/2) . (I11.36)

Die linke Seite dieser Ungleichung, N — Ny = Ny, bezeichnet die Anzahl der Teilchen, die einen
angeregten Zustand besetzen; die Zahl dieser angeregten Teilchen ist also beschrinkt! Die Schranke
spielt keine Rolle, solange die Temperatur derart hoch ist, daf die rechte Seite grofser bleibt als die
Gesamtzahl N der vorhandenen Teilchen, d.h. solange

3/2
N <V (WZ#) (3/2) . (I11.37)

Wenn dagegen die Temperatur so niedrig wird, dafs

2rmkpT\ >
N>V (7”’;72]3) (3/2) (I11.38)
wenn also
nA® > 2612, (I11.39)

kénnen die angeregten Zustdnde nicht mehr alle Teilchen aufnehmen; die “liberschiissigen” Teilchen
werden daher kollektiv in den Grundzustand gezwungen. Diese “makroskopische” Besetzung des Grund-

zustandes wird als Bose—Einstein-Kondensation bezeichnet. Sie tritt nicht erst bei T = 0 auf — dafs

bei der Temperatur T = 0 alle Bosonen den Grundzustand besetzen miissen, ist ohnehin klar —,
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sondern bereits bei einer endlichen charakteristischen Temperatur 7T, die gerade durch die Bedingung
nA3 £ ¢(3/2) bestimmt wird:

3/2
N <27””2’;BT6> C(3/2) (I1L.40)
oder
B2 N 2/3
R <V<(3/2)) . (IIL41)

Unterhalb dieser Kondensationstemperatur ist Ny > 1; geméf Gl. (II1.8) folgt daraus z ~ 1. Die
Anzahl der angeregten Teilchen wird daher fiir 7' < T, durch

2 T
N-N, = V(%

3/2
) e

~ N (Z) v (IIL.42)

gegeben; entsprechend lautet die Anzahl der “kondensierten” Teilchen

2rmkpT >/
No = N—V<TB> €(3/2)
T 3/2
= Nll— (?) (I11.43)
(&
N./N
N,/N
1+~ _N/N N./N
NT32
} f
1 2 T/T,

Abbildung III.1: Relative Besetzungen No/N und Neyx/N des Grundzustandes und der Gesamtheit der
angeregten Zustande fiir ein ideales, freies Bose-Gas. Unterhalb der Kondensationstemperatur (I111.41)
besteht das Gas aus zwei Komponenten; die Anzahl der angeregten Teilchen verschwindet proportional
zu (T)T.)%/2.
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Unterhalb von T, besteht das Gas also aus zwei Komponenten: Der “Phase” der N, = N(T/T.)3/?
angeregten Teilchen und der “Phase” der No = N [1 — (T'/T.)*/?] “kondensierten” Teilchen im Grund-
zustand. Ein anschauliches Bild hilft, die Bedeutung dieser Bose—Einstein-Kondensation zu verstehen:
Oberhalb von T, sind die Teilchen im Mittel so weit voneinander entfernt, dafs ihre individuellen de
Broglie-Wellen praktisch nicht iiberlappen. Unterhalb von 7, ist das anders: Jetzt hat man anstelle
der vielen, den einzelnen Teilchen zugeordneten de Broglie-Wellen nur eine einzige, “makroskopische”
Wellenfunktion, die alle kondensierten Atome beschreibt — die einzelnen Atome verlieren ihre Indivi-
dualitit, die Gesamtheit der Atome wird kohdrent. Damit verhélt sich ein Bose—Einstein-Kondensat

zu normaler Materie dhnlich wie das Licht eines Lasers zu dem einer Gliihbirne! 2

Im Bereich unterhalb von T, ist die Fugazitéit z praktisch temperaturunabhéngig, da dort Ny = O(N):

No 1
= ~1l—-—~=1 fir 0<T<T,. 111.44
2 Not1 N ir 0<T <T, ( )
Wegen
N _ N-N, 1 1
52 S = ga(a) & 5 C(3/2) (111.43)

entspricht das Intervall 0 < T’ < T, fiir die dimensionslose, zu 7/2 proportionale Variable 555 = v/A3
dem Intervall

1% 1
< —— <—~0.383. 1114
OS v =) 700 (IT1.46)

Oberhalb von T, ist in guter Naherung Ny = 0, also % = )\—1393/2(2) oder

932(2) = (%)4 : (I11.47)

Fiir sehr hohe Temperaturen ist schliefllich % > 1 und daher g3,5(2) < 1, also gilt g3/2(2) ~ 2.
Dann findet man

v oL
~ | —= I1.4
‘ <N)\3> : (IIL.48)
was genau dem klassischen Grenzfall entspricht: Denn fiir ein klassisches ideales Gas gilt nach
Gl. (I1.212) die Identitét In Z = Z)\—Z; daraus folgt die Beziehung N = z% InZ = z%

Das Auftreten des Bose-Einstein-Kondensates ist auch am Verhalten des Druckes als Funktion der
Temperatur erkennbar: Fir 7' < T, gilt

1
k;]]:T =3 gs/2(1) (I1L.49)

2Die Kohdrenz des Bose-Einstein-Kondensates kann durch Beobachtung der Interferenz zweier makroskopischer
Materiewellen nachgewiesen werden. Der erste Bericht dariiber stammt von M.R. Andrews, C.G. Townsend, H.-J. Mies-
ner, D.S. Durfee, D.M. Kurn, und W. Ketterle: Observation of Interference between Two Bose Condensates, Science
275, 637 (1997).
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oder

p o= (6/2)

3/2
- <22;"> (ksT)*? ¢(5/2) . (I11.50)

Der Druck des Systems ist daher unterhalb der Kondensationstemperatur unabhdngig von seinem

Volumen! Das wird verstindlich, wenn man die zweite Grundgleichung fiir 7" < T, in der Form

NEX
= = %g(s/z) (IIL.51)

schreibt und diese Beziehung in die obige Gl. (II1.50) einsetzt; es folgt dann

Nex ¢(5/2) y
v B/ fir T<T,. (I11.52)

Eine Volumenverringerung ist fiir 7' < T, aufgrund der Konstanz des Druckes mit einer dazu propor-

kaBT

tionalen Verringerung von Nex bzw. einer Erhohung von Ny verbunden. Angeregte Teilchen weichen
der Druckerh6hung also durch “Phasenwechsel” aus; der Druck wird nur von den nicht-kondensierten

Teilchen verursacht.

Bei T' = T, ist einerseits in guter Ndherung noch Ny = 0, andererseits jedoch bereits z = 1. Daher gilt
fiir den “Ubergangsdruck”

N ¢(5/2)
sl C6/2)

NkgT,
0.514 VB . (I11.53)

p(Tc)

Q

Der Druck eines idealen, freien Bose-Gases betrigt daher am Kondensationspunkt nur ungefahr die
Hélfte des Druckes eines hypothetischen Maxwell-Boltzmann-Gases.

Fir T > T, ist schliefslich Ny = 0; also hat man

ksT

p= 795/2(3) (IIL.54)
und

N 1

v = 3 93/2(2) ; (IIL.55)

daraus ergibt sich fiir den Druck

_ NEgT g5/2(2)
Vv 93/2(2) .

(I11.56)

Fiir hinreichend hohe Temperaturen ist g5/2(2) = g3/2(2) = z; damit erhélt man wieder den klassischen

Grenzfall zurtick.
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II1.1.4 Die spezifische Warmekapazitit

Besonders markant ist das Verhalten der spezifischen Wirmekapazitit des entarteten Bose-Gases in
Abhéngigkeit von der Temperatur. Nach Gl. (II1.18) gilt fiir die Innere Energie

3 kT

SV g(2) (IIL57)

V=3

daraus kann fiir T' < T, die Warmekapazitét bei festem Volumen (d.h. bei festen Einteilchen-Energien)

sofort berechnet werden:

Cy 3V d T
Nk~ anO T
15V 1

Daher ist Cy o< T3/2 fiir T < T..

Am Ubergangspunkt, also fiir 7 — T, — 0, gilt % = 35((3/2); das ergibt den linksseitigen Grenzwert

Cyv(T.—0) _ 15¢(5/2) _ 3.
N = 1ca2) "~ 1926 > = (I11.59)

der klassische Wert wird daher erheblich iiberschritten.

Fir T > T, ist % = %93/2(2'), und daher

Cv o) <3 95/2(Z)>
— == =T . 111.60
NkB oT \ 2 gg/Q(Z) NV ( )

Fiir die Auswertung dieses Ausdrucks wird offenbar auch die partielle Ableitung der Fugazitdt nach

der Temperatur benétigt, also (g—;) ~ 1~ Diese erhélt man aus der folgenden Uberlegung: Einerseits ist

N
932(2) = 7)\3 ; (I11.61)

daraus folgt sofort

0g3/2(2) _ 3

Andererseits erhélt man aus der Reihendarstellung g,(z) = >, ;—i die allgemeine Beziehung

d gnfl(z)
—gn(z) = 2222 II1.
dzg (2) z (IL63)
also insbesondere auch
dgse(2) 1
I8\ 2 i II1.64
dz > 91/2(2) (I11.64)
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Die Kettenregel ergibt dann

9gs/2(2) _ dgz/o(2) (02 (IT1.65)
oT NV dz oT Ny’ .

woraus nun die gesuchte Ableitung abgelesen werden kann:

(393/2(2))
0z _ or N,V
(3_T>N,V B dgs/2(2)

dz
3z g3/2(2)

2T g1j0(2)

(I11.66)

Damit kann die Warmekapazitit auch oberhalb der Kondensationstemperatur berechnet werden:

Cv  _ K <§Tg5/2(z)>
NkB oT \ 2 gg/Q(Z) N,V
_ §95/2(Z) 3T 1 <_ﬁ 93/2(2)) 3T gs/2(2)(—1) g1/2(2) (_3_2 93/2(73))
2 g3/2(z) 2 z 2T gl/g(Z) 2 [93/2(2)]2 z 2T 91/2(2)
15 gs/2(2) 9 g3/2(2)
= — - = . II1.67
4 g3/2(2) 4 g1/2(2) ( )
Da nun gy /5(z) — oo fiir z — 1, folgt

Nkp 4 ((3/2) Nks

Der rechtsseitige Grenzwert der Wirmekapazitit am Ubergangspunkt stimmt also mit dem links-

seitigen iiberein; die Warmekapazitit des idealen, freien Bose-Gases ist stetig bei T' = T..

Mit den gleichen Argumenten zeigt man auch (Ubungsaufgabe!)

aCy e _ £C2(3/2)Nk3
T |p_y 0T |pio 167 T,
Nk
~ 3.666 — ; (I11.69)
T.

die Ableitung der Warmekapzitit nach der Temperatur macht also bei T, einen endlichen Sprung.
Bei hohen Temperaturen, fiir die die Naherung g,(z) ~ z giiltig ist, folgt aus Gl. (III.67) sofort

oov| 15
4

=V = = = III.
aT z—0 ( 70)

)

das ist das bereits aus der Hochtemperaturentwicklung (I11.35) bekannte klassische Verhalten.
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3/2
m
X
Z 3/2
> T
0 1
TIT

C

Abbildung II1.2: Wirmekapazitit des idealen, freien Bose-Gases als Funktion der Temperatur. Bei
T =T, tritt ein “cusp” auf; die Grofe der Unstetigkeit der Ableitung wird durch Gl. (II1.69) gegeben.

Dieses Verhalten der spezifischen Wirmekapazitit eines idealen, freien Bose-Gases in Abhéngigkeit
von der Temperatur erinnert vage an das Verhalten der Wiarmekapazitit von fliissigem *He, die bei
der Temperatur von 2.19 K allerdings nicht nur einen “cusp”, sondern sogar eine Unstetigkeit aufweist:
Die Wiarmekapazitét divergiert! Diese Divergenz zeigt einen Phaseniibergang an; unterhalb von 2.19 K
tritt Suprafluiditit auf. Der experimentell gefundene Verlauf der Warmekapazitdt mit der Temperatur
dhnelt dem griechischen Buchstaben \; man spricht daher vom “\-Ubergang”. Setzt man die Parameter
von fliissigem “He, also die Teilchenmasse

m=6.65-1072" kg (II1.71)
und die Teilchendichte

N

7 =218 10 m~—3 (I11.72)

in den Ausdruck (II1.41) fiir die Kondensationstemperatur des idealen Bose-Gases ein, erhilt man

B2 N 2/3
T. = ~ 3.13K, I11.73

2nmkp (V((3/2)) ( )
was immerhin von der Grofenordnung her gut mit der Temperatur des A-Punktes {ibereinstimmt. Eine
bessere Ubereinstimmung darf nicht erwartet werden, da fliissiges *He aufgrund seiner relativ hohen
Dichte dem Modell eines idealen Gases nur sehr unvollkommen entsprechen kann; die Teilchen-Teilchen-
Wechselwirkung ist hier nicht vernachléssigbar. Von daher schlug Fritz London im Jahre 1938 vor, den
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A-Ubergang in “He als Anzeichen fiir das Auftreten von Bose-Einstein-Kondensation anzusehen, wobei
diese allerdings durch Wechselwirkungseffekte “verzerrt” sein sollte.> Man erhélt dann eine Verbindung
zur empirischen ‘“Zwei-Fliissigkeiten-Theorie” der Suprafluiditidt: Die Ny Teilchen im Grundzustand

entsprechen dem suprafluiden, die No, angeregten Teilchen dem normalen Anteil der Fliissigkeit.

In den seit 1995 durchgefiihrten Experimenten zur Bose-Einstein-Kondensation von gefangenen Atom-
gasen arbeitet man dagegen mit Proben, deren Dichte N/V im Bereich von nur 102 m~2 liegt, also
um nicht weniger als 8 GréRenordnungen unterhalb der Dichte von fliissigem *He ! Derart “verdiinnte”
Gase kommen dem theoretischen Ideal sehr viel né&her.

Abschliefend soll noch die Abhiingigkeit des Ubergangsdruckes von der Temperatur untersucht wer-
den. Aus der Thermodynamik kennt man fiir Phaseniibergéinge erster Ordnung (also fiir Phasen-
iibergéinge, bei denen das pro Teilchen beanspruchte Volumen am Ubergangspunkt unstetig ist) die

Clausius—Clapeyron-Gleichung;:

e Bezeichnet py den Druck eines Systems bei einen Phaseniibergang erster Ordnung, bei dem sich
das Volumen pro Teilchen von v; auf ve dndert und pro Teilchen die latente Wérme L auftritt,

so gehorcht dieser Ubergangsdruck der Differentialgleichung

dp() L
dPo ) I11.74

dT T(Uz — 'Ul) ( )
Eine formal #hnliche Gleichung 13t sich auch fiir den Ubergangsdruck eines idealen Bose-Gases auf-
stellen. Bei gegebener Temperatur 7" und Verédnderung des Volumens V' tritt die Kondensation auf bei
einem Volumen V., das durch die Gleichung

% _ %C(g/g) (IIL.75)

gegeben wird, also fiir

)\3
v = a7 (I11.76)

Fiir v < v, ist der Druck

po = kB—?,TQ (5/2) (I11.77)

3F. London: On the Bose-FEinstein Condensation, Phys. Rev. 54, 947 (1938). In dieser Arbeit wird insbesondere
auch die gesonderte Behandlung, die dem Grundzustand in der Kontinuumsapproximation zukommen mufl, ausfiihrlich
diskutiert. Diese Sonderrolle des Grundzustandes war zuvor von G.E. Uhlenbeck in seiner 1927 in Leiden angefertigten
Dissertation nicht erkannt worden; Uhlenbeck hatte argumentiert, daf Bose-Einstein-Kondensation nicht moglich sei.
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unabhiingig von v. Im p—V-Diagramm wird die “Ubergangslinie” unter Verwendung der Gl. (II1.76)
beschrieben durch

2rmkpT >
P = (”’Z—QB) kpT'((5/2)

h? ((5/2)
2rm B
h? ((5/2)

IR e e

also durch pov?/ ® — const. Nun gilt in der Kondensatphase aufgrund der Gl. (II1.76) die einfache
Beziehung

Nex B Vv o

N = W((3/2) = 0 (I11.79)

c

und daher auch
Nexve = Nv = V. (111.80)

Dieser Zusammenhang kann offenbar so gedeutet werden, daft ein angeregtes Teilchen formal das
Volumen v, einnimmt, wihrend einem “kondensierten” Teilchen im Grundzustand das Volumen “Null”
zuzuordnen ist. Bei der Kondensation hat man dann, ebenfalls formal, eine Volumenénderung |Av| = v,
pro Teilchen. Fiir die Abhiingigkeit des Ubergangsdruckes von der Temperatur ergibt sich damit

dpo
dT

(5/2)

(5/2)
e C(3/2)

¢(5/2)
BT 372

T|Av|

E el
e N

ot N O N U | Ut
<

o~

(I11.81)

was genau die Form einer Clausius—Clapeyron-Gleichung (II1.74) besitzt, wenn man die Grofe

5 (3/2)
L=5mTGR)

I11.82
: (1TL.82)
als die mit der Kondensation verbundene latente Warme auffatt. Es mufs jedoch betont werden, dafs
die Bose-Einstein-Kondensation in einem idealen Gas ohne ein Wechselwirkungspotential zwischen
den Teilchen auftritt, wihrend {ibliche Phaseniiberginge entscheidend von solchen Wechselwirkungs-
potentialen bestimmt werden.
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e Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Resultate gelten fiir das freie ideale Bose-Gas mit der
Zustandsdichte (I11.2). Fiir den Fall, daf diese Zustandsdichte durch ein dufieres Fallenpotential
gedndert wird, &ndert sich auch die Thermodynamik: Fiir das wichtige Beispiel einer dreidimen-
sionalen isotropen Oszillatorfalle mit der Zustandsdichte (II1.3) findet man bei hinreichend grofser

Teilchenzahl N die Kondensationstemperatur (Ubungsaufgabe!)

A N 1/3
T, = ﬁ <@) ; (I11.83)

unterhalb von T, wird die Besetzung des Grundzustandes anstelle von Gl. (I11.43) durch

Ny = N—(kBT)gg(:s)

NNES)

beschrieben.* Zudem bleibt die spezifische Wirmekapazitit des Gases in der Oszillatorfalle bei T,

(I11.84)

nicht stetig, sondern macht einen endlichen Sprung.®

I11.2 Thermodynamik der Schwarzkorperstrahlung

Als “schwarzen Korper” bezeichnet man ein Objekt, das sdmtliche auftreffende Strahlung absorbiert.
Eine sehr gute Realisierung eines schwarzen Korpers liefert eine kleine Offnung eines Hohlraums: Die
auf diese Offnung einfallende Strahlung wird im Innern des Hohlraumes vor ihrer Absorption unter
Umsténden noch mehrfach reflektiert, gelangt aber nur mit verschwindend geringer Wahrscheinlichkeit
wieder aus dem Loch hinaus.

Die von einem solchen schwarzen Korper ausgesandte Strahlung wird daher auch als “Hohlraum-
strahlung” bezeichnet. Sie kann aus zwei verschiedenen Perspektiven betrachtet werden:

1. Das Strahlungsfeld kann als ein System harmonischer Oszillatoren mit Oszillatorfrequenzen wg
und Energien Es = (ns + 1/2)hw, aufgefalit werden; dabei bezeichnet ny = 0,1,2,... den An-
regungszustand eines Oszillators mit der Frequenz w,. Die Oszillatoren sind unterscheidbar und
gehorchen der Boltzmann-Statistik. Diese Sichtweise entspricht (bis auf die damals noch unbe-

kannte “Vakuumenergie” der Oszillatoren) dem Ansatz von Max Planck (1900).

4Die temperaturabhiingige Besetzung des Grundzustandes durch Bose-Einstein-kondensierte Alkaliatome in einer
Oszillatorfalle wurde erstmals 1996 gemessen. Siehe dazu M.-O. Mewes, M.R. Andrews, N.J. van Druten, D.M. Kurn,
D.S. Durfee, und W. Ketterle: Bose—Finstein Condensation in a Tightly Confining dc Magnetic Trap, Phys. Rev.
Lett. 77, 416 (1996) sowie J.R. Ensher, D.S. Jin, M.R. Matthews, C.E. Wieman, und E.A. Cornell: Bose—FEinstein
Condensation in a Dilute Gas: Measurement of Energy and Ground-State Occupation, Phys. Rev. Lett. 77, 4984 (1996).
5Eine ausfiihrliche Diskussion des idealen Bose-Gases in einer Oszillatorfalle, die mit den in diesem Abschnitt entwi-

ckelten Werkzeugen nachvollzogen werden kann, geben S. Grossmann und M. Holthaus: A-transition to the Bose—Finstein
condensate, Z. Naturforsch. 50 a, 921-930 (1995).
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2. Das Strahlungsfeld kann auch als ein relativistisches ideales “Gas” von “Photonen” mit den Ener-
gien hwg aufgefafst werden. Photonen sind ununterscheidbar und gehorchen der Bose—FEinstein-
Statistik. Diese Sichtweise entspricht dem Ansatz von Satyendranath Bose (1924) und Albert
Einstein (1924, 1925).

Beide Ansétze unterscheiden sich dadurch, daf im ersten die Oszillatoren selbst als die fundamentalen
Grundgegebenheiten angesehen werden, im zweiten dagegen die Photonen. Natiirlich (aus heutiger
Sicht!) héngen sie eng zusammen: Die Photonen sind die “Anregungsquanten” des Strahlungsfeldes.
Die Tatsache, daft dieses durch harmonische Oszillatoren beschrieben wird, wird plausibel durch den
aus der Elektrodynamik bekannten Ausdruck

w(r,t) = %0 (E(r,t) + *B2(r, 1)) (I11.85)

fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes, wobei g9 = 8.854188- 10712 As/Vm die absolute
Dielektrizititskonstante und ¢ = 2.997925 - 10% m /s die Vakuumlichtgeschwindigkeit bezeichnen. Diese
quadratische Form entspricht der Hamiltonfunktion eines Oszillatorsystems.

Gesucht werden nun die thermodynamischen Eigenschaften der Hohlraumstrahlung. Es wird dabei
vorausgesetzt, daf sich die Strahlung im thermischen Gleichgewicht mit den Hohlraumwénden befin-
det. Diese haben die Temperatur 7" und bilden ein Energiereservoir. Geht man von den Planckschen
Osrzillatoren aus, kann man zunéchst, da die einzelnen Oszillatoren nicht miteinander wechselwirken,
die kanonische Zustandssumme eines einzigen Oszillators der Frequenz w berechnen:

[ee]

Zi(B) = Z e Ant1/2)hw
n=0
e—ﬁhw/Q
1 — e Phw
1

2sinh(Bhw/2) (11.86)

Die mittlere Energie eines solchen Oszillators lautet somit

() = —%lnzmm

= % In sinh(Shw/2)

= %hw coth(Bhw/2)

ePhw 4
WP
efhw 142

efhw _ 1

hw

1
2
1
5 w
1
Shw + (I11.87)
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Um jetzt die spektrale Energiedichte der Hohlraumstrahlung (also ihre Energie pro Volumen und pro

Frequenzintervall) anzugeben, wird die “Zahl der Oszillatoren” (d.h. die Zahl der Schwingungsmoden
des elektromagnetischen Feldes bei einer gegebenen Frequenz w) benétigt. Dazu betrachte man zu-
néchst einen Kubus der Kantenléinge L mit verspiegelten Wénden. Stehende Wellen der Wellenldnge A
parallel zu einer der Kubuskanten kénnen sich nur ausbilden, wenn L ein ganzzahliges Vielfaches von
A/2ist: L =nA/2, wobei n = 1,2,3 ... ganzzahlig und positiv sein muff. Mit A = ¢/v = 27¢/w folgt

w=—n; (IT1.88)

die aufgrund der Randbedingungen zuléssigen Frequenzen der Moden entsprechen also den “Punkten”
eines kubischen Gitters im w-Raum mit der Gitterkonstanten Aw = m¢/L. Die Anzahl N(w) der Mo-
den mit einer Frequenz bis hin zu einer gegebenen Frequenz w ist daher ungeféhr gleich dem Volumen
desjenigen Teiles einer Kugel im Frequenzraum mit Radius w, der sich im ersten Oktanden befin-
det, dividiert durch das Volumen der “Elementarzelle”, das von einem einzigen Schwingungszustand

beansprucht wird:

N(w) = %

= ——V I11.89
o2 (IT1.89)
wobei V' = L3 das Kubusvolumen bezeichnet. Das ergibt fiir die Anzahl der Zustiinde mit Frequenzen

zwischen w und w + dw nun

w2
AN(w) = ——Vdw. (I11.90)

2m2¢3
Man beachte, daf bei dieser Abschitzung vorausgesetzt wird, dafs das Volumen der Achtelkugel sehr viel
grofser ist als das der Elementarzelle, so daf die “angeschnittenen” Zellen am Kugelrand aufgrund des
grofsen Kugelvolumens nicht genauer betrachtet werden miissen. Beriicksichtigt man noch, dafs zu jeder
Schwingungsmode zwei Polarisationsrichtungen gehoren, erhilt man die spektrale (frequenzabhéngige)
Zustandsdichte

2

D)= = . (IT1.91)

Zwar wurde diese Beziehung hier unter Riickgriff auf einen Kubus erhalten; das Weylsche Theorem

iiber das Spektrum des Laplaceoperators garantiert jedoch, daf auch fiir andere Formen des Hohlraums
der fiihrende (Volumen-)Term der Zustandsdichte durch die Gl. (II1.91) gegeben wird.

Der Ausdruck fiir die spektrale Energiedichte, also die berithmte Plancksche Formel, ergibt sich daraus
durch Multiplikation mit der mittleren Oszillatorenergie (I11.87), wobei allerdings die unbeobachtbare
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Vakuumenergie vernachléssigt wird:

spektrale Energiedichte = spektrale Zustandsdichte x mittlere Oszillatorenergie
2 h
u(w) = il X nd
m2c3 exp(hw/(ksT)) — 1
h w3

B m2e3 exp(hw/(ksT)) — 1 : (I11.92)

Geht man dagegen von den Photonen aus, so bendtigt man zunéchst fiir jede Frequenz w deren mittlere
Anzahl bei der Hohlraumtemperatur T'. Im kanonischen Ensemble ist diese gegeben durch

EZO:O n e—nﬂhw
) = S e

a oo
_ 1 —nBhw
(Bhw) “;e

_ 9 _ —Bhw
= 305he) In (1 e )
1

= T (I11.93)

Damit verhélt sich das “Photonengas” genau wie ein ideales Bose-Gas mit dem chemischen Potential
i = 0. Das ist plausibel: Da die Photonen masselos sind und daher “erzeugt” und “vernichtet” werden
konnen, ist die Photonenzahl nicht fest vorgegeben, sondern stellt sich im Gleichgewicht ein; es gibt
daher fiir die Photonenzahl keinen Lagrange-Multiplikator.

Die Zustandsdichte dieser als “Gasteilchen” aufgefafsten Photonen erhélt man nun wie iiblich aus dem

durch A3 dividierten Phasenraumvolumen,

4mp?d
g9(p)dp = 23 Py, (111.94)

wobei hier die relativistische Dispersionsrelation p = E//c = hw/c der Photonen einzusetzen ist:

w? dw

(I11.95)

Nach Division durch das Volumen V und Beriicksichtigung der beiden Polarisationsrichtungen ergibt
sich daraus wieder die spektrale Zustandsdichte (II1.91). Der Ausdruck fiir die spektrale Energiedichte

setzt sich nun aus drei Anteilen zusammen:

spektrale Energiedichte = spektrale Zustandsdichte X Energie eines Photons

x mittlere Photonenzahl

u(w) = w_2 X hw X L
B w23 exp(hw/(ksT)) — 1
h w3

- 7268 exp(hw/(ksT)) — 1 (ITL.96)
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in genauer Ubereinstimmung mit der vorher unter Riickgriff auf Plancksche Oszillatoren gefundenen
Gl. (I11.92). Die Interpretation der Oszillatorquanten als Gasteilchen in konsequenter Verbindung mit
der iiblichen Zelleneinteilung des Phasenraums fiihrt in der Tat derart direkt und elegant auf die
Plancksche Formel, dafs der eigentlich entscheidende Punkt dieser zweiten Argumentationslinie im
Hintergrund bleibt: Die Photonen werden implizit als prinzipiell ununterscheidbar angesehen; ihre
mittlere Anzahl wird nicht durch die klassische Boltzmann-Statistik bestimmt, sondern durch den
nichtklassischen Ausdruck (II1.93). Offenbar war Bose selbst sich dieser revolutionaren Tatsache nicht
bewuft, als er seine Herleitung der Planckschen Formel fand. Nachdem er das Manuskript seiner Arbeit
zunéchst beim englischen Philosophical Magazine zur Veroffentlichung eingereicht hatte und es dort
abgelehnt worden war, schickte er es an Einstein, der damals Herausgeber der Zeitschrift fiir Physik war
und es am 2. Juli 1924 erhielt. In seinem Begleitbrief wies Bose mit keinem Wort auf die “neue” Statistik
hin, sondern betonte seine Verwendung der Phasenraumzellen, mit der er den korrekten Vorfaktor des

Strahlungsgesetzes erhalten hatte:®

Respected Sir:

I have ventured to send you the accompanying article for your perusal and opinion. I am
anzious to know what you think of it. You will see that I have tried to deduce the coeffi-
cient 87v% /¢ in Planck’s Law independent of the classical electrodynamics, only assuming
that the ultimate elementary regions in the phase-space has the content h3. I do not know
sufficient German to translate the paper. If you think the paper worth publication I shall be
grateful if you arrange its publication in Zeitschrift fiir Physik. Though a complete stranger
to you, I do not hesitate in making such a request. Because we are all your pupils though

profiting only from your teachings through your writings . ..

Einstein erkannte sofort den Wert von Boses Gedanken, iibersetzte sie personlich in die deutsche
Sprache und sorgte fiir ihre Verdffentlichung.” Am Ende der nur vier Seiten langen Abhandlung fiigte

er eine “Anmerkung des Ubersetzers” hinzu:

Boses Ableitung der Planckschen Formel bedeutet nach meiner Meinung einen wichtigen
Fortschritt. Die hier benuzte Methode liefert auch die Quantentheorie des idealen Gases,

wie ich an anderer Stelle ausfiihren will.

Innerhalb von nur wenigen Tagen iibertrug Einstein das von Bose benutzte Verfahren zur Berechnung
des Entropie des Photonengases auf ein Gas nichtrelativistischer, massebehafteter Teilchen — wenn
man den offiziellen Daten Glauben schenken darf, berichtete er schon 8 Tage nach Erhalt von Boses Ar-
beit iiber die Quantentheorie des idealen Gases® — und erhielt die bereits in Abschnitt I1.6 dargestellte
mikrokanonische Theorie fiir ideale Bosonen. Obwohl stark durch Bose inspiriert, darf die Folgeleistung

6Zitiert nach W. A. Blanpied, Satyendranath Bose: Co-Founder of Quantum Statistics. Am. J. Phys. 40, 1212 (1972).

7S. Bose: Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese, Z. Phys. 26, 178-181 (1924).

8A. Einstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wis-
senschaften: XXII. Gesamtsitzung vom 10. Juli 1924.



II1.2. THERMODYNAMIK DER SCHWARZKORPERSTRAHLUNG 135

Einsteins keineswegs geringer eingeschitzt werden. Wahrend Bose durch das hervorragend bestitigte
Strahlungsgesetz der Richtigkeit seiner Sichtweise versichert wurde, gab es fiir Einstein keinen expe-
rimentellen Hinweis, der eine neue, quantenmechanische Theorie des idealen Gases nahegelegt hitte.

Einstein folgte vielmehr einer tiefen Uberzeugung:®

Wenn die Bosesche Ableitung der Planckschen Strahlungsformel ernst genommen wird, so
wird man auch an dieser Theorie des idealen Gases nicht vorbeigehen diirfen; denn wenn
es gerechtfertigt ist, die Strahlung als ein Quantengas aufzufassen, so muf die Analogie

zwischen Quantengas und Molekiilgas eine vollstindige sein.

Allerdings geht auch Einstein in seiner ersten Arbeit zum idealen Bose-Gas noch nicht auf die implizit
vorausgesetzte prinzipielle Ununterscheidbarkeit der Gasteilchen sowie die Konsequenzen daraus ein.

10, in der erstmals auch die “Kondensation” des Gases beschrieben wird,

Erst in einer zweiten Arbei
die heute als Bose-Einstein-Kondensation Furore macht, diskutiert Einstein, einer Ermahnung von
Ehrenfest folgend, ausfiihrlich den Befund, daf gemift der von Bose und ihm entwickelten Theorie die
Gasteilchen nicht voneinander statistisch unabhéngig sind, sondern einer gegenseitigen Beeinflussung
“von vorlaufig ganz réatselhafter Art” unterliegen — der symmetriebedingten Wechselwirkung identi-

scher Teilchen, die in Abschnitt IL.5 als Austauschwechselwirkung eingefiihrt wurde.!! 12

Zuriick zur Thermodynamik des Photonengases: Aus der spektralen Energiedichte (IT1.92) kann nun

sofort die gesamte Energiedichte fiir den strahlungsgefiillten Hohlraum berechnet werden. Unter Ver-

wendung der dimensionslosen Variablen z = ,jg—‘“T erhdlt man

(I11.97)

4 3
() dw = h <kBT> 3 dz

m2c3 h et — 1"’

die Energiedichte U/V ist daher proportional zu 7*:

U (ksT)* /°° 23 dw

Vo 2R3 e —1

9Aus der Einleitung von Einsteins zweiter Abhandlung iiber das ideale Bose-Gas.

10A. Einstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Zweite Abhandlung. Sitzungsberichte der preussischen
Akademie der Wissenschaften: I. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse vom 8. Januar 1925.

U Eine Riickiibersetzung von Boses Arbeit in die englische Sprache sowie Ubersetzungen der erwihnten Arbeiten
Einsteins finden sich unter http://wuw.physik.uni-oldenburg.de/condmat/TeachingSP/SP.html

I2Ein Kuriosum am Rande: Es ist in der naturwissenschaftlichen Literatur bei Quellenangaben iiblich, Zeitschriften-
namen abzukiirzen. Aus den “Sitzungsberichten der preussischen Akademie der Wissenschaften” mag so vielleicht zu-
néchst “Sitz. Ber. Preuss. Akad. Wiss.” und dann “S.B. Preus. Akad. Wiss.” geworden sein. Da jedoch der Bekannt-
heitsgrad der “Sitzungsberichte” im Ausland eher gering gewesen sein muff, wurden die Buchstaben “S.B.” daraufthin als
die Initialen eines Herrn Preus interpretiert. Bis in die Gegenwart wird daher gelegentlich einem gewissen “S.B. Preus”
eine Mitautorenschaft an Einsteins beriihmten Arbeiten zugeschrieben. Ein Beispiel: In dem Artikel Bose-Einstein con-
densation in arbitrarily shaped cavities von K. Kirsten und D. J. Toms (Phys. Rev. E 59, 158 (1999)) findet sich ein
Verweis auf “A. Einstein and S.B. Preus, Akad. Wiss. Lit. Mainz Abh. Math. Naturwiss. K1. 22, 261 (1924)”. A. Einsteins
legendédrer Mitarbeiter S.B. Preus existiert jedoch ebensowenig wie der Wolpertinger.
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ksT)*
= B rwy
_ 7k
= Sag T (IIL.98)

Diese T*-Proportionalitiit erinnert an das empirisch bekannte Stefan-Boltzmann-Gesetz fiir die Inten-
sitat der von einem schwarzen Korper ausgehenden Strahlung. Allerdings ist die Intensitdt nicht gleich
der Energiedichte, sondern gleich der Energiestromdichte, also gleich der transportierten Energie pro
Fléche und Zeit. Von der Dimension her unterscheiden sich daher die Intensitdt und die Energiedichte
um einen Faktor mit der Dimension einer Geschwindigkeit. Dieser Faktor ist jedoch nicht einfach die

Lichtgeschwindigkeit, sondern c/4, wie aus der folgenden Uberlegung klar wird:

Es sei dA der Normalenvektor eines Fléchenelementes der Hohlrauméffnung. Die durch dieses Flachen-
element austretende Strahlung kann in den gesamten dem Hohlraum gegeniiberliegenden Halbraum
gerichtet sein; die Geschwindigkeitsvektoren v der austretenden Photonen (mit |v| = ¢) schliefen also
mit dem Normalenvektor einen Winkel ¢ zwischen 0 und 7/2 ein. In einem kleinen Zeitintervall d¢
gelangen diejenigen Photonen mit der durch v indizierten Richtung durch das Flichenelement, die sich
in einem Zylinder mit dem Volumen dA - vdt befinden; der in diesem Skalarprodukt enthaltene Rich-
tungscosinus beriicksichtigt die Tatsache, dafs nur die Geschwindigkeitskomponente in Richtung von
dA eine Rolle spielt. Die Energiestromdichte I, also die pro Fliche und Zeit durch die Hohlrauméffnung
abgestrahlte Energie, ergibt sich daher zu

U (" /2 gind
I = —= d dv 0,
v /0 ® /0 1 Ceos
Ucl . o /2
= —== 0,
vaz™Y,
cU
_ ¢ 111.99
4V ( )
Zusammen mit der Energiedichte (I11.98) erhilt man so das Stefan-Boltzmann-Gesetz:
w2k
I = BTt =o1? I11.100
60 h’c? ( )
mit, der Proportionalitdtskonstanten
kg
o = = 5.670-1078 , I11.101
60 h°c2 m2K* ( )

deren Zahlenwert bereits vor der Planckschen Theorie bekannt war, mit Hilfe dieser Theorie jedoch

auf die fundamentalen Konstanten 7 und c¢ zuriickgefiihrt werden konnte.

Die Tatsache, daf das chemische Potential x des Photonengases verschwindet, folgt auch aus der Mini-
malitédt der Freien Energie F' im Gleichgewicht: Die (iiber alle Frequenzen integrierte) Photonenzahl N
muf sich so einstellen, dal im Gleichgewicht, bei N = (N), die Beziehung g—f,|<N> = 0 gilt. Wegen

dF = —SdT — pdV + pdN (I11.102)
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folgt aus dieser Forderung sofort p = 0. Das Verschwinden des chemischen Potentials ist also direkt
darauf zuriickzufiihren, daf die Photonenzahl nicht “erhalten” ist.

Die groffkanonische Zustandssumme des Photonengases ergibt sich nun unmittelbar aus der ersten der
beiden bekannten Beziehungen (III.1) fiir das ideale Bose-Gas, indem man dort z = 1 setzt:

InZ kB—T - Zln ( ’“B”) . (IIL.103)

Mit der zugehorigen Zahl der Zusténde in de, also

4p? dp 87V 22 e

2V W~ n3.aC (II1.104)
folgt daraus
87V
kBT h§3 / de &2 1n _e/(an) : (I11.105)
partielle Integration liefert
oo 1 00 3 —e/(ksT)
o 87;‘2 [ 31n( —s/(kBm) S (P (IIL.106)
kT h3c 3 o kT 0 31 —e—c¢/(ks
Auch hier verschwinden die Randterme; es bleibt
8m *° z3
= kT d
p 3h33(B)/0 xem—l
87d
= —— (kgT)*
B el
1U
= 37 (II1.107)

wie der Vergleich mit der bereits bekannten Gl. (II1.98) zeigt. Der Unterschied zu der entsprechenden
Relation (II1.19) fiir ideale Bose-Gase aus massebehafteten Teilchen ist auf die gednderte Dispersions-

2
relation zuriickzufithren: Dort war € = 7—; hier dagegen ist ¢ = pc.

Mit p = 0 folgt aus der thermodynamischen Identitdt U = T'S — pV + uN nun

F = U-TS
1
= —§U , (II1.108)
so daf auch die Entropie des Photonengases sehr einfach angegeben werden kann:
U-F
S = 77
44U
3T
4 7 ké
= — vVT? . I11.109
45 (he)? ( )
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Daraus erhélt man dann fiir seine spezifische Warmekapazitét bei festem Volumen (also festgehaltenen
Frequenzen der Strahlungsmoden) die Beziehung

Cy = T(g—i)v = 35. (III.110)
Ferner gilt nach Gl. (II1.109) bei einer adiabatischen Zustandsdnderung des Photonengases die Be-
ziehung VT? = const. Weiterhin besagt Gl. (II1.107), dak p o< T*; also folgt Vp*/* = const. und
schlieklich pV4/3 = const. Im Unterschied zum klassischen idealen Gas stimmt der hier auftretende
“Adiabatenexponent” v = 4/3 jedoch nicht mit dem Quotienten C),/Cy tberein; fiir das Photonengas
ist C,/Cy = oo. (Ubungsaufgabe!)

Abschliefend kann auch die zweite der beiden Beziehungen (III.1) auf das Photonengas angewandt

werden; fiir die “mittlere Zahl der Photonen” ergibt sich dann formal

(V) = 71;/03 Oooeh“’/u(j’jBiL;) -1
- (BT e
_ 2C7(T32)V (khB_CT)?’ . (I1.111)
Allerdings sind die relativen Schwankungen der Photonenzahl, gegeben durch
(<Azév>r32 _ kBTTfeT _ _k;_QT <%_X;)T 7 (IIL.112)

unendlich groft, da nach Gl. (I11.107) die Isothermen des Photonengases “flach” sind, seine Kompressi-
bilitdt daher divergiert: Aus

2

™
= (kaT)* (IIL.113)

P = 45 (he)

folgt sofort
9p
— =0. I1I.114
(o), -0 (A

ITI.3 Thermodynamik der Phononen

Ein Metall- oder Ionengitter, das aus N Teilchen besteht, kann in “harmonischer Ndherung” als ein
System von 3N gekoppelten Oszillatoren aufgefafit werden: Bezeichnen z; (i = 1,...,3N) die Koor-
dinaten der Gleichgewichtslagen der Atomriimpfe, so liefert eine Entwicklung der potentiellen Energie
®({z;}) bis zu Termen zweiter Ordnung um die Gleichgewichtskonfiguration den Ausdruck

d({z:}) = DT} + %Z ( o ) (25— T) (5 —F)) + ... . (IIL.115)

— 8xi8xj
%,
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Die Kopplungsmatrix ( %), die vom Gittertyp sowie von eventuellen Storstellen und Defekten be-
stimmt wird, ist symmetrisch und positiv definit, unterliegt jedoch keinen weiteren Einschrinkungen;
insbesondere sind die Kopplungen zwischen verschiedenen Gitterteilchen nicht auf nichste Nachbarn
beschriankt. Setzt man nun & = \/Wl(xl — Z;), wobei m; die zur i-ten Schwingungskoordinate geho-
rende Atom- oder Ionenmasse bezeichnet, werden die Gitterschwingungen daher beschrieben durch die

Energiefunktion
Iy 1
E=+; Zé +3 ;&Ku@ , (IL.116)

wobei die Matrix

2
Ki; = ! < o ) (II1.117)
VaLCAUY] 8xi8xj

eingefiihrt wurde. Da sie ebenfalls symmetrisch ist, kann sie immer diagonalisiert werden; es existiert

also eine orthogonale Matrix S;; mit der Eigenschaft

Z Sén,Kanr_sl - Dés 5 (111118)

n,r

wobei die Matrix Dgs = w? d,s diagonal ist; alle Eigenwerte w? sind positiv. Definiert man nun die
Normalkoordinaten q, = Zj Se;€; und benutzt ), S&ngj = §;5, folgt

E

1 . 1 - B
D + 3 Zfisiglsejfj t3 Z iS5  SenKnr Syt Ssi&;

0,3 i,4,m,7,8,5

I, 1
o + 5 %:qg +3 lZ:QKDésqs

1 .
o+ 5 %: (62 +wiq?) . (IIL.119)

Damit wird die Hamiltonfunktion des schwingenden Gitters die eines Systems ungekoppelter harmo-
nischer Oszillatoren mit den Normalfrequenzen wy, wobei £ = 1,...,3N. Jede der 3N Normalschwin-
gungen entspricht einer Schallwelle, die durch das Gitter 1duft.

Die “Anregungsquanten” der quantenmechanisch behandelten Normaloszillatoren heifen (in Analogie
zu den Photonen, also den Anregungsquanten der elektromagnetischen Feldoszillatoren) Phononen.
Im Unterschied zur Quantenelektrodynamik ist die Anzahl der Normaloszillatoren in diesem Fall be-
schrankt. In beiden Féllen stellt sich die Zahl der Anregungsquanten im thermischen Gleichgewicht
selbst ein, so dafs das chemische Potential des hier behandelten “Phononengases” ebenso wie das des
Photonengases verschwindet, u = 0.

Die Innere Energie dieses Phononengases lautet somit

hwg
=y + Z ~liwe + Z e T — 1 (I11.120)
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daraus folgt fiir die spezifische Wiarmekapazitdt bei festem Volumen, also festgehaltenen Normal-

frequenzen

oU
Cv = (a—T)V

fiwp efwe/ (kB T) huwg
(efwe/(knT) — 1)2 (_ kBTQ)

huwg 2 efwe/(keT)
k . I1I.121
b %: <kBT> (ehws/(knT) — 1)2 ( )

Fiir die Auswertung der Summe wird nun das genaue Frequenzspektrum des jeweiligen Gitters benotigt.

Die einfachste Modellannahme zur Gestalt des Spektrums geht auf Einstein zuriick: wy = w fiir al-
le Moden /; jeder der 3N Normaloszillatoren soll also die gleiche Frequenz w besitzen. Fiir dieses
Einstein-Modell ergibt sich dann die Warmekapazitét

Cy = 3Nkg E(x) (II1.122)

mit der Einstein-Funktion

x2e®
E(r) = —— I11.123
()= G (111.123)
und der dimensionslosen Variablen
hw @E
= — = —. I11.124
YT T T ( )

Die Referenztemperatur O = hw/kp wird als Einstein- Temperatur bezeichnet. Man kann nun sofort
die beiden Grenzfille diskutieren: Fiir Temperaturen, die im Vergleich zur Einstein-Temperatur hoch
sind, also fiir T > O, ist z < 1 und E(z) =~ 1. Dann hat man die Naherung Cy ~ 3Nkg, was die
bekannte “Dulong—Petit-Regel” erklart:

e Bei hinreichend hohen Temperaturen hat die molare spezifische Wirmekapazitéit eines Metalls
unabhéngig von seiner Natur den Wert
cy = 3Nakp = 3R =~ 24.94 T . (II1.125)
mol K

Fiir im Vergleich zur Einstein-Temperatur kleine Temperaturen, also fiir 7" < Oy, ist dagegen = > 1
und E(z) ~ z?e~*. Damit erklirt das Einstein-Modell zwar das “Einfrieren” der spezifischen Wirme-
kapazitdt bei tiefen Temperaturen, sagt aber ein ezponentielles Verschwinden von Cy, proportional
zu exp(—Og/T), bei tiefen Temperaturen voraus. Ein solches exponentielles Verschwinden erweist sich
im Vergleich mit experimentellen Daten fiir die Warmekapazitit von Festkorpern als zu stark. Es ist
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jedoch typisch fiir alle Systeme, deren Anregungsspektrum eine endlich grofse Energieliicke tiber dem
Grundzustand besitzt, wie die Liicke AE = hiw im Einstein-Modell.

Eine andere Modellannahme iiber das Frequenzspektrum der Gitterschwingungen eines Festkorpers,
die die fiir Schallwellen typische lineare Dispersionsrelation beriicksichtigt, geht auf Debye zuriick:
Geht man davon aus, dafs die niederenergetischen Anregungen eines Festkorpers longitudinale oder
transversale Schallwellen mit einer Geschwindigkeit ¢ sind, betrachtet einen Kubus V = L? des jewei-
ligen Materials und stellt periodische Randbedingungen, so gilt fiir die Wellenldngen A\ der zuldssigen

Moden die Bedingung

2
nA = n—< = L; (II1.126)
w
also
2
w = % n, (II1.127)
wobei die ganze Zahl n = 0,£1,42,... auch negativ sein kann, entsprechend “riickwértslaufenden”

Wellen. Aufgrund der periodischen Randbedingungen entsprechen die Frequenzen der zuldssigen Mo-
den daher den Punkten eines kubischen Gitters im w-Raum mit der Gitterkonstanten Aw = 27¢/L. Die
Anzahl N(w) der Moden mit einer Frequenz bis zu einer vorgegebenen Frequenz w ist daher ungefihr
gleich dem Volumen einer Kugel mit dem Radius w im Frequenzraum, dividiert durch das Volumen
der “Elementarzelle”; das von einer einzigen Mode beansprucht wird:

4r 3
3w

(%)
w?)

6m2c3 Vi

N(w) =

(I11.128)

die Anzahl der Moden mit einer Frequenz zwischen w und w + dw ist daher

W2
dN(w) = —=Vdw. (II1.129)

2723

(Man vergleiche die Herleitung dieses Resultates fiir periodische Randbedingungen mit derjenigen, die
auf das entsprechende Ergebnis (II1.90) fiir elektromagnetische Wellen in einem verspiegelten Hohl-
raum, also fiir Dirichlet-Randbedingungen fiihrte: Dort war die Gitterkonstante im w-Raum nur halb
so grof wie hier, die Modendichte daher um den Faktor 23 = 8 gréfier; dafiir durften dort allerdings nur
die Gitterpunkte im ersten Oktanden beriicksichtigt werden, hier dagegen zéhlen alle Oktanden. Daher
wird der Ausdruck (III.129) schlieRlich gleich dem fritheren Ausdruck (II1.90). Diese Unabhéingigkeit
des filhrenden (Volumen-)Terms der Zustandsdichte von den Randbedingungen ist eine Konsequenz
des Weylschen Theorems.)

Nun ist die Gesamtzahl der Schwingungsmoden endlich, ndmlich 3N. Um auch diese Tatsache zu
beriicksichtigen, postulierte Debye eine cutoff-Frequenz wp: Fiir w < wp soll die Zustandsdichte geméfs
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Gl. (IT1.129) quadratisch von w abhéngen, fiir w > wp dagegen verschwinden. Laft man weiterhin fiir
die longitudinalen und die transversalen Schallwellen verschiedene Geschwindigkeiten zu, ¢; und c;,
und beriicksichtigt schlieflich, dafs die transversalen Wellen zwei verschiedene Polarisationsrichtungen
besitzen, erhédlt man die Zustandsdichte fiir das Debye-Modell:

w? w?
v ) w<
g(w) = <27r2cl3 N 71'%?) v=eD (IT1.130)
0 , W >wp

Die Debye-Frequenz wp ergibt sich dann aus der Identitit

Pawglw) = V(2 L)% gy (LIL.131)
0 vaw) = 2r2c}  w2c}) 3 ’ ’
also aus
1 1 9N
Vie—ss+—5=) = —. I11.132
(27r2013 i 7r20§> wd ( )

Damit lautet der Debye-Ansatz fiir die Zustandsdichte schlieflich

9N ,
—w , w<wp
glw) =< wp . (TI1.133)
0 , W>wp

Die tatséchlichen Zustandsdichten lassen sich aus Rontgenstreuexperimenten bestimmen. Es zeigt sich,
daf der niederfrequente Teil des “akustischen” Spektrums hiufig sehr gut durch den quadratischen
Ansatz (I11.133) beschrieben wird, wogegen selbst fiir einfache Gittertypen bei hheren Frequenzen so-
genannte “van Hove-Singularititen” auftreten, so dafs die Zustandsdichte fiir diese h6heren Frequenzen
nicht mehr glatt ist. Die gute Ubereinstimmung im niederfrequenten Bereich des akustischen Spek-
trums garantiert jedoch eine genaue Beschreibung der spezifischen Warmekapazitit bei hinreichend

tiefen Temperaturen.

Die Existenz einer cutoff-Frequenz wird auch unter einem anderen Gesichtspunkt plausibel: Betrachtet

man zur Vereinfachung nur die longitudinalen Moden, hat man

“D Vw? Vw?
dw—— = —2 = N I11.134
/0 w27r2013 6m2c} ( )

Fithrt man gemif wp = 27rf—]l) die zur Debye-Frequenz gehorende kiirzeste Wellenlénge Ap der Schall-
wellen ein, erhidlt man daraus

X (I11.135)
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g(®)

®

Abbildung III.3: Vergleich der quadratischen Zustandsdichte (III.133) des Debye-Modells mit einer
typischen, durch Rontgenstreuexperimente bestimmten Zustandsdichte eines Metalls (schematisch).
Wihrend die tatsichliche Zustandsdichte im niederfrequenten Teil gut mit dem Modell iibereinstimmt,
treten im hochfrequenten Teil van Hove-Singularitdten auf.

oder
1/3
Ap = (%%) ; (II1.136)

die aus dem Debye-Ansatz folgende kiirzeste mogliche Wellenlénge ist also von der Grofenordnung der
Teilchenabstinde im Gitter. Das ist unmittelbar einsichtig, da Wellen mit noch kiirzerer Wellenlénge

in einem diskreten Gitter nicht realisiert werden koénnen.

Die spezifische Wirmekapazitit eines Gitters, das durch das Debye-Modell (II1.133) beschrieben wird,
kann nun in einfacher Form angegeben werden:

N wp I 2 hw/(ksT)
Cv:k39—3 dww2<w>(e

w Jo kgT ehw/(ksT) _ 1)2
knT 3 D 4
— ONkg <B_> / da Lz
hwp 0 (ew — 1)
= 3Nkg D(ap), (IT1.137)

D 4 .x
D(zp) = /O dx(eL (IIL.138)
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die sogenannte Debye-Funktion bezeichnet, deren dimensionsloses Argument

th @D

_ fwo _ Op I11.139
= T T ( )

durch das Verhéltnis der Debye-Temperatur ©p = hwp/kp und der Temperatur T gegeben wird. Da

nun ﬁ = -4 _L_ liefert eine partielle Integration
3 zt |*P D 23 dg
D SR 4
(zp) x%{ e — 1|, + /0 em—l]
3xp 12 [*P g3 dx

. I11.140
erv —1  z} Jo er—1 ( )

Fiir im Vergleich zur Debye-Temperatur hohe Temperaturen ist + < zp < 1, daher hat man die
Entwicklung

1 1
e —1 a4 i22+ L3 +0(a?)

_ 1
oz (14 2z + L1224+ O(23))
_ 1 1 L o 2 3
= 3 (1 5%~ % +4x + Oz ))
_ 1 1 L o 2
= - (1 2x+ 5% > +O0(z7) . (II1.141)

Daraus folgt fiir die Debye-Funktion die Hochtemperatur-Ndherung

3 1 12 [*P 1 1
D(zp) = -3+ 2%D — Z:JcQD + %/0 dz (x2 = 5:53 + Ex“) +O(})

1 12 /1 1 1

3 1 3 1
= -3+ 3%D — ZQTQD +4- 52D + ga:QD +0(z3)

1
= 1- 2—033% +0(z}), (I11.142)

und schlieRlich nach Gl. (II1.137) fiir die spezifische Warmekapazitit der Ausdruck
1
Cy = 3Nkp <1 - Q—Ox%) +0() fir T>0p. (IT1.143)

Fiir hohe Temperaturen nihert sich daher die spezifische Wéarmekapazitit von unten ihrem klassischen
Grenzwert an.
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Fiir im Vergleich zur Debye-Temperatur tiefe Temperaturen, also fiir 7' < Op, ist xp > 1. Daher kann
man bei Inkaufnahme eines exponentiell kleinen Fehlers die obere Integrationsgrenze in Gl. (I11.138)
ins Unendliche verschieben:

12 [~ 23d
D(zp) = —3/ i_w +0(e ") (II1.144)
rh Jo e 1

das ergibt die spezifische Warmekapazitéit

12 _ 7t
= 3Nkp— 31— —p
Cv 3 Bx%?) 90+(9(e )
1204 (T \° _ep/T
= Nkg — ) +0(eO/T) . (IT1.145)
5 Op

Dieses T3-Gesetz, das vom Debye-Modell mit exponentieller Genauigkeit vorhergesagt wird, liefert eine
hervorragende Beschreibung der experimentellen Daten fiir den Beitrag der Gitterschwingungen, also
der Phononen, zur spezifischen Wirmekapazitit eines Metalls oder Tonengitters bei tiefen Temperatu-
ren. Die Tatsache, daf in diesemm Modell die Warmekapzitat fiir 7' — 0 nur algebraisch verschwindet, ist
auf den Umstand zuriickzufiihren, daf hier (im Unterschied zum Einstein-Modell) keine Energieliicke
existiert, da sich ja das Frequenzspektrum (II1.133) der Normaloszillatoren stetig bis zu Null erstreckt.

e Die Debye-Temperatur, die den Ubergang vom klassischen Hochtemperaturverhalten zum
quantenmechanischen “Einfrieren” der Schwingungsfreiheitsgrade markiert, liegt meist im Be-
reich von einigen 100 K. (Einige Beispiele: Op = 394 K fiir Aluminium, 345 K fiir Kupfer,
215 K fiir Silber; 321 K fiir NaCl und 231 K fiir KCl.)
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Kapitel 1V
Ideale Fermi-Gase

Wenn nA? > 1, unterscheiden sich ideale Fermi-Gase wesentlich von idealen Bose-Gasen, da sich
das Pauli-Verbot bemerkbar macht. Ebenso wie ideale Bose-Gase stellen auch ideale Fermi-Gase eine
wichtige Klasse von Modellsystemen dar, die in der Natur ndherungsweise realisiert wird: So 14t sich
etwa das “Elektronengas” in Metallen in guter Ndherung als ein ideales Fermi-Gas auffassen, wobei
allerdings die “effektive” Masse seiner Konstituenten deutlich von der Masse freier Elektronen abweichen
kann. Hier wird also das tatsichliche System der wechselwirkenden Teilchen auf ein dquivalentes System
nichtwechselwirkender “Quasiteilchen” abgebildet. In &hnlicher Weise lassen sich auch die angeregten

Zustinde eines Supraleiters durch ein ideales Gas fermionischer Quasiteilchen beschreiben.

IV.1 Thermodynamik idealer Fermi-Gase

IV.1.1 Kontinuumsapproximation und Virialentwicklung

Den Ausgangspunkt fiir die grofkanonische Behandlung eines idealen Fermi-Gases mit den Einteilchen-
Energien € bilden erneut die in Abschnitt II.7 gewonnenen Gln. (I1.215) und (I1.221):

pvV
kT

N =) (n) = ZWLA’ (IV.1)

€

hZ = Zln(l—kze*ﬁs)

wobei wieder 3 = = die inverse Temperatur angibt und z = eP* die Fugazitit bezeichnet. Fiir freie
Fermionen mit einem Spin s, also mit dem Spin-Multiplizitdtsfaktor v = 2s + 1, lautet die energie-

abhingige Zustandsdichte nun

2nV .
gle) = WF(2m)3/2 et/? (Iv.2)

147
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sofern die Spinentartung nicht durch ein duferes Magnetfeld aufgehoben wird. In der iiblichen Konti-
nuumsniherung erhilt man also zunéchst

pvV 27V

T = WF@m)?’/?/ dee'/?In(1 + ze %) ; (IV.3)
B 0

daraus folgt durch Ubergang auf die dimensionslose Variable 3¢ = x und partielle Integration die

Beziehung
2 o0
kBLT = fyh—g (2kaT)3/2/O dz z'/? In(1+ ze™ ")

3/2
2
- R S

00 oo 21,3/22,6—37

[l
0 0 14 ze
23/2

w4 [
= — —= de ——— . Iv.4
A3 Sﬁ/o o Ter + 1 (Iv.4)

Ahnlich wie im Falle der Bose-Einstein-Statistik ist das hier auftauchende Fermi-Dirac-Integral ein

Vertreter einer wichtigen Funktionenklasse:

e Es sei
1 oo xn—l
(2) = —— de ——— V.5
In(2) I'(n) /0 e 11 ( )
die “Fermi-Funktion zum Index n”. Fiir diese findet man sofort die Reihendarstellung
1 o gnTlze®
W(2) = = | At —
fnl2) I‘(n)/o * 14 ze™®
1 /oo e N
= —— dx " (—ze x)
I'(n) Jo —
= o
r=1
22 28
= -—— 4+ —=F... IV.
z on + 3n + ’ ( \ 6)

die sich formal von der analogen Entwicklung (I11.12) der Bose-Funktionen nur um das alternie-
rende Vorzeichen unterscheidet.! Dadurch #ndert sich auch das Konvergenzverhalten: Nach dem
Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe (IV.6) fiir alle z > 0, wenn der Index n positiv ist.

Mit dieser Definition (IV.5) erhilt das Resultat der Umformungen (IV.4) die kompakte Form

p

keT = %fwz(z) ; (IV.7)

IDaher 148t sich f,,(z) sofort auf den Polylogarithmus zuriickfiihren: fy,(2) = —gn(—2) = —Lip(—2).
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ebenso liefert die zweite der beiden Gln. (IV.1) den Ausdruck

ommkpT >/
v 2 \/_ —1e’1‘+1

= 35 f32l2) - (1V.8)

<|=

Mit Hilfe dieser beiden Grundgleichungen (IV.7) und (IV.8) fiir das freie, ideale Fermi-Gas im grofi-
kanonischen Ensemble kann dessen Thermodynamik nun in enger Analogie zu der des Bose-Gases
entwickelt werden. Aus der ersten Gleichung erhilt man die Innere Energie:

OlnZ
U = —
( 86 >z,V

0 1
= kBT2’7Vf5/2(Z)a_TF
3 ~yV
= EkBTFJ%/Q(Z)

_ §NkBT f52(2)

2 f3/2(z) '

Man beachte, daft aus der vorletzten Gleichung dieser Umformung wieder die von der Statistik un-

(IV.9)

abhingige Beziehung U = %pV folgt, in die lediglich die Raumdimension 3 und der Exponent 2 der
Dispersionsrelation eingehen. Da weiterhin f,(z) &~ z fiir z < 1, erhélt man fiir kleine Fugazitéten
sofort den klassischen Ausdruck fiir die Energie zuriick.

Um aus dieser Gl. (IV.9) die spezifische Warmekapazitat des idealen, freien Fermi-Gases zu erhalten,
bendtigt man wie im Bose-Fall die partielle Ableitung der Fugazitit nach der Temperatur. Dazu nutzt
man die Kettenregel in der Form

0f3/2(2) _df3/2(z) 0z
(55),, =8 (50, 1)
und beachtet

d _ d &K (—2)°
=i = Rl

_ S (=9

; gn—l
_ fnle(z), (IV.11)

insbesondere also

df3/2(z)
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Weiterhin gilt nach der zweiten Grundgleichung (IV.8)

8f3/2(z) N 0 NAg _ 3
(TT >N,V— (a?Tv)MV‘ “ar ?) (1v-13)

Daraus folgt zunéchst die gesuchte Ableitung der Fugazitét,

(82) (%)MV
NV

ar df3/2(z)
dz
3z f3/2(2)
= —— , V.14
2T f1/2(z) ( )
und weiterhin die spezifische Warmekapazitit:
v _ 0 <§T f5/2(z))
NkB oT \ 2 f3/2 (Z) N,V

_ 3 f52(2) +£1 (_3_2 f3/2(2)) 3T f52(2)(=1) fi/2(2) (_3_Z f3/2(z))
2 fg/g(z) 2 =z 2T fl/Q(Z) 2 [fB/Q(Z)}Q z 2T fl/Q(Z)

15 f52(2) 9 f32(2)
4 fapa(z) 4 fipa(z)

Dieser Ausdruck entspricht genau dem Resultat (II1.67) fiir das ideale Bose-Gas; es wurden lediglich die

(IV.15)

Bose- durch die Fermi-Funktionen ausgetauscht. Im Unterschied zum Bose-Fall bleibt die spezifische
Warmekapazitéat hier im gesamten Bereich 0 < z < oo “glatt”, da flir Fermionen kein Analogon der
Bose-Einstein-Kondensation auftritt.

Aus der thermodynamischen Identitat U = T'S — pV + uN erhidlt man die Freie Energie

F = uN-—pV
— NkpT <lnz - ;Z; 28) (IV.16)
und daraus dann die Entropie
g _ U . F
= S - e (e 225)
— Nkg (g j:z;zg —lnz> . (IV.17)

Allerdings sind diese formalen Ausdriicke wenig hilfreich, solange die Temperaturabhingigkeit der

Fugazitdt nicht explizit bekannt ist. Diese erhdlt man durch Auflsen der zweiten Grundgleichung

N

v o %f3/2(z) (IV.18)
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nach z ; Einsetzen des Resultates in die erste Grundgleichung

p Y
kB—T = Ff5/2(z) (IV.19)

liefert dann die Zustandsgleichung des idealen, freien Fermi-Gases. Im klassischen Grenzfall sehr kleiner
Dichten und/oder sehr hoher Temperaturen ist dieses Programm einfach durchzufiihren: Dann ist

3
f3/2(z) = nh

= x1 IvV.2
y(2mmkgT)3/2 <5 (IV.20)

also auch z < 1 und daher f,,(z) = z fiir alle n. In diesem Grenzfall reduzieren sich die oben gewonnenen
Beziehungen fiir das Fermi-Gas sofort auf die klassischen:

pV

- 1
NksT
U = ;NkBT
3
CV == iNkB
3
Fo- NkBT(ln(ﬂ)_l)
v
3
S — Nks (§_1n<ﬂ)>. (IV.21)
2 Y

Um nun die bei zwar hohen, aber endlichen Temperaturen bzw. bei kleinen, aber endlichen Dichten
auftretenden “Quantenkorrekturen” zu beschreiben, wird ebenso wie in Abschnitt III.1 eine Virial-
entwicklung durchgefiihrt. Deren erster Schritt besteht in der Inversion der Potenzreihe

N gl
v = 3 f3/2(z)
2 3 4
ol z z z
was in erster Ordnung auf
/\3
2 = pom =q (IV.23)

fihrt; der Parameter ¢ ist nach Voraussetzung endlich, aber klein. Die weiteren Schritte verlaufen
parallel zu denen fiir das Bose-Gas, wobei jedoch genau auf die Vorzeichen zu achten ist: In zweiter
Ordnung folgt

1 (1)2

2 = —_
z = q+23/2z

1
= q+ qu ; (IV.24)
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in dritter Ordnung dann

O R L
Lo 1 3 L3 4
= Q‘f'm[q +WQ}—WQ +0(q")

1 1 1
= q + WQQ + (Z — W) q3 + (’)(q4) (IV25)

O R SN LR TN O L SOk

1 [, 1 4 /1 2N\, 1,
m{ﬁm“(rm)“%q
1 3 3 4

T332 [q T 5374 ]

1 5 1 1 3
rent T\1 ")
1 1 1 1 1 4 5
+<25T_721/233/2+W—731/223/2+m>q +0(q) . (IV.26)

Damit ist das Hochtemperaturverhalten der Fugazitdt bekannt. Einsetzen dieser Entwicklung in die

erste Grundgleichung

2 3 4
P ol z z z
o = 38 (z ~GEtEr pEt ) (IV.27)

liefert nach Multiplikation mit v = V/N die ersten Terme der gesuchten Virialentwicklung:

pV 1 n 1, n 1 1 3
NkgT ¢ | T 232? T\4 332)1
1 1 1 1 1 4
+ 25/2  91/233/2 + 29/2 ~ 31/293/2 + 43/2 q
1 9 1 5 14 1 2 4
~ 552 (q +mq +Fq +<§—m)q

1 3 3
+W Q+23Tq

_ 1 1 11 1 1 o,
- i \mE )\ e T )
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1 1 1 1 1
+ — + — + =
(4\/5 3v6  16v2 26 8
1 N 11
8v2 6v6 32v2
1 1 3 4
+— - = + O(¢h) . IV.28
- 3¢+ 0 (v-2s)

Der Vergleich mit der in Abschnitt III.1 durchgefiihrten Virialentwicklung fiir das ideale Bose-Gas
zeigt, daf die Betrige der auftretenden Virialkoeffizienten in beiden Féllen gleich sind, daf allerdings
flir Fermionen deren Vorzeichen alternieren. Fiir das ideale, freie Fermi-Gas gilt daher

00 -1
pV -1 A3
= -1 — , V.29
NEkpgT ;::1( ) (’yv ( )
wobei die Koeffizienten a; genau mit denen der Entwicklung (II1.28) fiir das ideale Bose-Gas iiberein-
stimmen:
a, = 1
as = L ~ —0.176777
o) T
2 1
az = —|—=—= ~ —0.003300
’ (9\/§ 8)
3 5 1
ag = —|—=+—=—-——=] ~ —0.000111. V.30
! <32 322 26 ) (1V-30)

Die “fiithrende Quantenkorrektur” in dieser Entwicklung (IV.29), die durch den Koeffizienten —ay be-
schrieben wird, hat nun, im Unterschied zur Bose-Statistik, ein positives Vorzeichen; der Druck in
einem idealen Fermi-Gas liegt also bei hohen, aber endlichen Temperaturen éber dem eines Maxwell—
Boltzmann-Gases. Auch diese Beobachtung ist in Anbetracht des statistischen Wechselwirkungs-
potentials (I1.160) sofort plausibel: Die durch die Fermi-Antisymmetrie der Vielteilchen-Wellenfunktion
bedingte effektive Abstoffung der Teilchen entspricht einer Druckerh6hung.

Fiir das Hochtemperaturverhalten der spezifischen Wiarmekapazitit folgt nun die Entwicklung

v 1 (oU
Nkg  Nkg \0T )y,

% i(—l)e_laeT </\_3)€1

YU
3 530 /A\'!
LISt ()

YU

3 % AW A °
= —|1—-0.088388— 4 0.006600 (—) —0.000390 <—) +..., (IV.31)
2 YU YU YU
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so dafs fiir ein Fermi-Gas bei hinreichend hohen Temperaturen oder kleinen Dichten der klassische
Grenzwert der Wirmekapazitdt von unten erreicht wird.

IV.1.2 Das ideale Fermi-Gas bei 7' =0

Wenn jedoch ;‘—z > 1, wenn also die Temperatur des Gases sehr gering und/oder seine Dichte sehr
hoch und das Gas daher stark entartet ist, ist eine Entwicklung der thermodynamischen Grofen nach
diesem Parameter sinnlos. Es ist zum Verstindnis der Physik des stark entarteten Fermi-Gases sehr
hilfreich, zunéchst den Grenzfall T — 0 zu betrachten. In diesem Fall reduziert sich die fermionische
Besetzungszahlfunktion auf eine Stufenfunktion:

) = G 11 0 fir > (Iv.32)

1 Tao{l flir < o
wobei pg = (T = 0) das chemische Potential des Gases bei T'= 0 angibt. Damit sind fiir 7' — 0 alle
Einteilchen-Niveaus unterhalb von gy besetzt, alle Niveaus oberhalb davon unbesetzt. Der Parame-
ter po ist daher eine entscheidende Kenngrofie eines Fermi-Gases; er wird meist als Fermi-Energie ep

bezeichnet, o = ep. Der zugehérige Fermi-Impuls pg, definiert durch

2
Pe _ . (IV.33)

lafst sich mit Hilfe der impulsabhingigen Zustandsdichte eines freien Fermi-Gases, g(p) = 1—‘3/47rp2,

sofort angeben: Da bei 7" = 0 alle Niveaus bis zum Fermi-Niveau gefiillt sind, hat man

PF
/ dpg(p) =N, (IV.34)
0
also
~V  [PF 9 YV 4mpd
0

daraus folgt

3N 1/3
=h . IV.
pe =1 (o) (1Y 36)

Daher ist die Fermi-Energie proportional zu n?/3 :

2 2/3 2 2 2/3
ep = <3N> _h (6” ”) . (IV.37)

~2m 47y V T 2m ¥
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Da also aufgrund des Pauli-Verbotes viele Zustédnde oberhalb des Einteilchen-Grundzustandes besetzt
sein miissen, tragt das Gas selbst bei 7' = 0 eine erhebliche Energie. Diese Grundzustandsenergie des
Gases erhdlt man sofort durch Aufintegration der Energien der besetzten Zusténde:

4y Vo (PF o, p?

By = dppr 2
0 h3 0 pp 2m
_ 2mV 4
= Bmhd ¥
AV 4mpd\  3pk
<ﬁ 3 F) 5om (V-39
daraus folgt mit Gl. (IV.35) weiter
Ey 3 p? 3
ookt (IV.39)

Die Grundzustandsenergie pro Teilchen eines freien, idealen Fermi-Gases beréigt daher drei Fiinftel der

Fermi-Energie.

Da die besetzten Zustdnde oberhalb des Einteilchen-Grundzustandes einen nichtverschwindenden Im-
puls besitzen, ibt das Gas selbst bei T = 0 einen Druck aus. Dieser “Nullpunktsdruck” des idealen
Fermi-Gases ergibt sich mit Hilfe von Gl. (IV.37) zu

2 Ey
3V
2 N

= 5TV

2 K2 [ 6a2\*? 5
- Z /3 IV.40
52m < 5y ) e ( )

pPo =

ist also proportional zu n°/3.

IV.1.3 Die Sommerfeld-Entwicklung

Es stellt sich nun die Aufgabe, die Thermodynamik des idealen Fermi-Gases bei kleinen, aber endlichen
Temperaturen zu untersuchen. Dabei bedeutet “klein” wie {iblich “klein im Vergleich zu der natiirlichen
Referenztemperatur des Systems”, hier also im Vergleich zur Fermi-Temperatur Ty = ep/kg. In diesem

Fall besitzt die Besetzungszahlfunktion

1

<n€> = e(E*H)/(kBT)_F]_ (IV41)

keine scharfe “Fermi-Kante” mehr, sondern ist in einem Bereich von der Grékenordnung =5 = O(1)

abgerundet; in einem Energiebereich der Grofenordnung O(kp7') um das chemische Potential herum

findet man nun “Locher” und angeregte Teilchen (den “Nebel {iber dem Fermi-See”). Es sind also nicht
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alle vorhandenen Teilchen thermisch aktiv, sondern nur ein Bruchteil der Ordnung O(kgT/er). Da
jedes dieser Teilchen eine Energie der Grofse O(kpT) trigt, besitzt ein ideales Fermi-Gas fiir T < Tg

eine Anregungsenergie von der Ordnung

U = O (NkBT kf—T) : (IV.42)
F

daraus ergibt sich eine in 7" lineare spezifische Warmekapazitit der Ordnung

Cy =0 (NkB M) . (IV.43)

EF

e Ein stark entartetes Fermi-Gas, auf das diese Uberlegungen zutreffen, ist das “Elektronengas” in
einem Metall. Typische Fermi-Temperaturen fiir Metalle liegen im Bereich von einigen 10 000 K,
so dafs die Bedingung T' < TF selbst bei Zimmertemperatur gut erfiillt wird. (Einige Beispiele:
Tr = 3.77-10* K fiir Natrium, 8.16 - 10* K fiir Kupfer, 6.38 - 10* K fiir Silber und 13.6 - 10* K

fiir Aluminium.)

eﬁ(f_ll)_;’_ 1

T=0

>0

€ €

Abbildung IV.1: Wahrend die fermionische Besetzungszahlfunktion bei der Temperatur 7' = 0 eine
scharfe Stufe bei der Fermi-Energie ep besitzt, wird diese “Kante” bei hoheren Temperaturen “auf-
geweicht”. Sofern die Temperatur klein im Vergleich zur Fermi-Temperatur ep/kp bleibt, besitzt der
“Aufweichungsbereich” die Grofenordnung O(kgT). Das bedeutet, daff bei kleinen Temperaturen nur
ein Bruchteil aller Teilchen der Grofenordnung O(kgT /er) thermisch angeregt wird.

Um den obigen Abschitzungen eine prizise Formulierung zu geben, wird eine genaue mathematische

Beschreibung des “Aufweichens der Fermi-Kante” fiir im Vergleich zur Fermi-Temperatur tiefe Tempe-
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raturen benotigt. Diese Beschreibung wird durch die Sommerfeld-Entwicklung der Fermi-Funktionen

geliefert. Dazu sei nun

W
= 1 = — .
€ =mz= o (IV.44)

nach Voraussetzung ist £ > 1. Weiterhin sei

Fa©) = T fole) = [Tar Ty (1v.45)

Der Nenner des Integranden hat die bekannte Stufenform,

1 { 1 fir z<¢ (IV.46)

er—64+1 0 fiir >¢
In niedrigster Ndherung, entsprechend der scharfen Kante im Grenzfall 7' = 0, hat man daher einfach

¢ n
Fo(¢) ~ /0 dea" ! = % (IV.47)

Um diesen dominanten Beitrag aus dem Integral (IV.45) abtrennen und dann den kleinen “Rest” einfach

entwickeln zu koénnen, schreibe

13 n—ld oo n—ld
Fr(€) =/0 e +/}E - (IV.48)

er—¢ 41 et—¢ 417

der Beitrag (IV.47) stammt dann nur aus dem ersten Summanden. Um ihn zu isolieren, benutzt man

fiir diesen ersten Summanden die Umformung

1 _ e® 841 —e ¢
er=€ 41 e~ ¢+ 1
1

und erhalt dann

¢ 1 > 1
F, = L [ | n—l___— ¢
€3] /0 T [ eﬁ—m—f—l} x—i—/€ x 1 x
3 /0 (. /°° (E+y)!
= = dy ——— dy ———— . IV.
n+£ y o1 +0 Y 1 (IV.50)

Bis hierher waren alle Schritte exakt. Nun wird die Voraussetzung £ > 1 ausgenutzt: Sie erlaubt es,
die untere Grenze des ersten Integrals bei Tolerierung eines nur exponentiell kleinen Fehlers nach +oo
zu verschieben, da ja der Integrand fiir grofse Argumente exponentiell klein wird. Mit dieser Naherung
folgt

Fo(§) = % + /Ooody €+ y)n_ely:r(f —9" L o). (IV.51)
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Benutzt man nun den verallgemeinerten Binomialsatz in der Form

o0

e S (e e (IV.52)

=0

wobei der Exponent n — 1 nicht unbedingt positiv und ganzzahlig sein muf (ist das der Fall, bricht die
Reihe ab), folgt daraus fiir £ > 1 sofort

Fo( —+2 3 ( )g” 1]/0 dyeyyil. (IV.53)

7=1,3,5,.

Das hier auftauchende Integral 14t sich auf die Gamma- und die Riemannsche Zeta-Funktion zuriick-
flihren:

e Es sei j > 0. Dann gilt

o) 7 [e%s} ) o
[t = [Ty ey

k=0
= Y (=DM dyyle™
k=1 0
> (_1)k—1
= Z [RES I +1)
k=1
. 1 1 1
= T'(G+1) [1— 57T T 3T e i}
. . 1 1
= F(j+1) [C(]+1)—2(F+W+...)]
1
= I'(G+1)¢(i+1) (1 - 27) . (IV.54)
Beachtet man nun f,(e¢) = F,,(¢)/T'(n), ergibt sich damit aus der Gl. (IV.53) die Darstellung
n n—1—j
o - & —D(n— NS
fule®) = Tln+1) Z n—1)n-2)...(n—j) 7 X
j 1,3,5,..
1
<TG+ 66+ (1 5)
_ & _ Y R NN©))
= i 1+J g:@‘ nin—1)...(n+1—j) (1 2j_1) o | (IV.55)

Unter Verwendung von ((2) = 72/6 und ((4) = 7%/90 folgen daraus schlieRlich die ersten Terme der
gesuchten Tieftemperaturentwicklung in der Form

&
F(n+1)

2

T m
fn(e®) = Efiz+n(n—1)(n—2)(n—3)7—i+...] . (IV.56)

[1+n(n—1) 360 &1
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Mit e® = z erhilt man nun insbesondere fiir n = 5/2, 3/2 und 1/2 die oft bendtigten Ausdriicke

B (In 2)>/2 5 3 7 _
8 9 572 9
= m(lnz)w {1+?(lnz) + ] ,
0 2)3/2 2
fpt) = S ey g Fmate ]
4 9 72 9
= ﬁ(lnz)g/ [1+§(1nz) —|—} ;
fip(z) = %(mz)m [1—%(1nz)_2—|—...] : (IV.57)

Diese Entwicklungen liefern den Schliissel zur Diskussion der Thermodynamik des idealen Fermi-Gases
bei tiefen Temperaturen, also fiir T' < Tr. Zunéchst ergibt sich fiir die Teilchendichte der Ausdruck

N gl
v = Ff:s/z(z)
_ y(2rmksT)3/? 4 3/2 72 9
= e 3\/7_T(1nz) 1+ 8(lnz) + ...
3/2 2
- 4”77 (i—T) (ks Tln 2)*/2 [1+%(1nz)2+...] . (IV.58)

Vernachldssigt man hier den kleinen Term der Ordnung O((ln z)’Q), folgt daraus durch Umstellung

2
kgTlnz = p = h <

3 N 2/3
” ) R (IV.59)

4y V
wobel im letzten Schritt die schon bekannte Gl. (IV.37) fiir die Fermi-Energie benutzt wurde. Dieses
Ergebnis entspricht genau der Erwartung, da ja die Entwicklungen (IV.57) so konzipiert wurden, daf
die Beschréankung auf den dominanten Term auf den Grenzfall ' = 0 zuriickfiihrt. Beh&lt man jedoch

in Gl. (IV.58) den fiihrenden Korrekturterm fiir endliche Temperaturen bei, ergibt die Auflésung nach
kT 1In z = p dagegen

e -2
12 (£
+5 (mr)

€ 1—7T—2 —kBT i
F 12\ e

Hier wurde im zweiten Schritt ausgenuzt, dafs das chemische Potential p bis auf Terme der Ordnung

—-2/3

=
Q

EF

Q

(IV.60)

O((kBT/sp)z) mit der Fermi-Energie ey iibereinstimmt, der Fehler bei der Ersetzung von p durch
er also von hoherer Ordnung ist. Die wichtige Tatsache, daf das chemische Potential des Fermi-
Gases bei endlichen Temperaturen wnter die Fermi-Energie absinkt, wird versténdlich, wenn man
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das Aufweichen der Fermi-Kante “nach unten hin” vor Augen hat: Es kostet daher mit zunehmender

Temperatur weniger Energie, dem System ein Teilchen hinzuzufiigen.

Fiir die Innere Energie erhélt man mit Hilfe der Entwicklungen (IV.57) die Beziehung

f%/z(z)
JE/Q(Z)

8 3w 1+ 572 (In z) 2
15y 4 14—?;(hlz)*2

2 2
%NkBT Inz <1 + 5%(lrl,z)2> (1 - 7r§(1r1,2)2)

U = -NkgT

3
2
3

Q

—NkgT

Q

Q

2
3
2
3 w2 9

gNkBT Inz [ 1+ 7(1n ) . (IV.61)

Da weiterhin nach Gl. (IV.60)

2 2
EF ™ k‘BT
nzre — |1 — — | — 1V.62
YT T 12 ( P ) (IV.62)
findet man schliefslich die Tieftemperatur-Niherung
2 T 2 2 T 2
v ~ 3 e |12 kT i+ = kT
N 5 12 \ e 2 EF
3 52 (kT\”
= 14+ —(— IvV.63
5°F [ BT ( er ) (Iv.63)
Daraus erhélt man sofort die spezifische Warmekapazitéit des idealen Fermi-Gases:
6U 71'2 kBT kB
( oT > v 4 er ( EF > €r
2 kT
- %NkBEB— fir T < Ty . (IV.64)
F

Offenbar entsprechen diese beiden Resultate (IV.63) und (IV.64) genau den vorherigen Abschitzun-
gen (IV.42) und (IV.43), so daR die Sommerfeld-Entwicklung lediglich den genauen Koeffizienten 72 /2
der Warmekapazitit bei tiefen Temperaturen geliefert hat. Thre lineare T-Abhéngigkeit ist dagegen
eine unmittelbare Konsequenz der Tatsache, daf der “Aufweichungsbereich” der fermionischen Beset-

zungsfunktion (IV.41) proportional mit der Temperatur wéchst.

Die Angabe des Tieftemperaturverhaltens weiterer thermodynamischer Gréfen ist nun eine reine Form-
sache: Fiir den Druck erhélt man aus Gl. (IV.63) sofort

_2u
po=3y
2 572 [ kpT\>
= Zpep |14 25 (EBL) | V.65
2 e +12(8F) , (IV65)
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so dafs der Druck erwartungsgeméaf mit steigender Temperatur anwéchst. Aus der thermodynamischen
Identitdt U =TS — pV + uN folgt dann fiir die Freie Energie der Ausdruck

£o_
N _ FTN
2 (ksT\?| 2 572 [ kpT\>
~ 1 (2B} | —Zep |14 25 (2B
EF[ 12<5F> 5°F +12<5F>

(IV.66)

so daft die Freie Energie mit steigender Temperatur sinkt, da ja ein groferer Anteil der Energie in
thermischen Anregungen gebunden und damit “unfrei” wird. Schlieklich ergibt sich fiir die Entropie

der Zusammenhang

S  U-F
Nk  NkpT
7T2]€BT

~ IV.67

2 EF ( )

so daft die Entropie eines freien, idealen Fermi-Gases bei im Vergleich zur Fermi-Temperatur tiefen

Temperaturen mit seiner spezifischen Wiarmekapazitit ibereinstimmt.

IV.2 Magnetismus idealer Fermi-Gase

Bei der Untersuchung der magnetischen Eigenschaften eines Fermi-Gases sind zwei grundverschiedene

Phénomene zu behandeln: Paramagnetismus wird verursacht durch die Orientierung bereits vorhande-

ner magnetischer Momente in einem dufieren Magnetfeld. Ein solches Feld kann jedoch auch Ringstrome
hervorrufen, die ihrerseits ein Magnetfeld induzieren, das dem duferen Feld entgegengerichtet ist; diese
Erscheinung wird als Diamagnetismus bezeichnet.

IV.2.1 Paramagnetismus

Betrachtet wird nun ein ideales Fermi-Gas aus Spin—%—Teilchen (also mit dem Spinmultiplizitatsfaktor
~ = 2), die ein intrinsisches magnetisches Moment fip besitzen und sich in einem homogenen Magnet-
feld B befinden. Die Einteilchen-Energien lauten also

2 —

g
€=~ iB B. (IV.68)

Da sich das magnetische Moment der Teilchen nur entweder parallel oder antiparallel zum Magnetfeld
einstellt, kann das Gas als ein Gemisch aus zwei verschiedenen “Sorten” von Teilchen aufgefafit werden:
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(i) Teilchen, deren Moment parallel zum Feld ausgerichtet ist, g 11 B, besitzen die Energien

2
— P
E—m—’uBB.

(ii) Teilchen, deren Moment antiparallel zum Feld ausgerichtet ist, fip T] E, besitzen die Energien

2
€=4—+upB.

Das “Nullniveau” der kinetischen Energie wird daher fiir Teilchen der Sorte (i) um —up B nach unten,

fiir Teilchen der Sorte (ii) dagegen um +upB nach oben verschoben.

Bei der Temperatur T = 0 werden alle Niveaus bis zur Fermi-Energie ep gefiillt; Niveaus dariiber

bleiben leer. Da die Fermi-Energie fiir beide Teilchensorten gleich ist, ergibt sich ein Uberschuf von

Teilchen der Sorte (i); dieser Uberschuff verursacht das makroskopische magnetische Moment des Gases.

Der Impuls an der Fermi-Kante lautet fiir Teilchen der Sorte (i) mit “parallelem” Spin

pfg = (2m(EF + MBB))l/2 ,

fiir Teilchen der Sorte (ii) mit “antiparallelem” Spin dagegen

Pp = (2m(5F — mgB))l/2 .

Die zugehorigen Teilchenzahlen ergeben sich aus dem Phasenraumvolumen zu

47r(pf§)3V _ AnV

3/2
Nt = Ve = 33 (2m(er + pBB))
und
_ 47 (pr )3V 47V 3/2
N~ = 323 = 38 (2m(ep — psB))™";

das resultierende magnetische Moment bei T'= 0 wird durch ihre Differenz bestimmt:

M = MB(N*'—N_)
4V 3/2 3/2 3/2
o 1w 2m)*2 ((ex + ppB)/2 — (v — upB)*?)

4V o (2m)%2 3 1y

3h3 §€F QMBB .

(IV.69)

(IV.70)

(IV.71)

(IV.72)

(IV.73)

Die magnetische Suszeptibilitit y des Gases ist eine Materialgrofie, welche die sich als Reaktion auf

ein schwaches dufseres Magnetfeld einstellende Magnetisierung (also das gesamte magnetische Moment

des Gases pro Volumen) beschreibt:

o, LM
X= VB -

(IV.74)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 163

Aus der Differenz (IV.73) erhilt man daher sofort einen Ausdruck fiir die paramagnetische Suszepti-
bilitdt eines idealen Fermi-Gases bei T' = 0, ndmlich

3/2 1/2
29

para 4 (2m)
Xo - h3

Da fiir Teilchen mit v = 2 die Fermi-Energie nach Gl. (IV.37) durch

h2 (3n\*?

(IV.75)

3/2
gegeben wird, ist (2";)3 =3 32/2 und damit schlieflich
v 7\'€F

3 npZ
para _ B . I
X0 9 eF ’ ( V77)

die paramagnetische Suszeptibilitit nimmt also fiir 7' — 0 einen endlichen Wert an.

Um weiterhin die Suszeptibilitdt auch fiir kleine, aber endliche Temperaturen, also fiir T < T berech-
nen zu koénnen, wird die Zustandsdichte g (¢) fiir spinpolarisierte freie Teilchen eingefiihrt, in welcher
der Spinmultiplizitatsfaktor nicht auftaucht:

_2nV

91(e) = ?(2771)3/2\/g ; (IV.78)
es gilt also
ERF N
/ degr(e) = (IV.79)
0

Als Antwort auf ein schwaches Magnetfeld erhélt man nun das Moment

M o= > g1(e)de [z g1(e) de
= UB 0 eﬁ(e—/LBB—/L) +1 o eﬁ(a—i—/LBB—/L) +1
N * _gi(e+psB) —gi1(e — upB)
A~ UB ; de AP 11
o0 /
~ o2p [ ae 9 (IV.80)

y T 1

Die Auswertung dieses Integrals mufs erneut das “Aufweichen” der Fermi-Kante bei endlichen Tem-
peraturen erfassen. Sie geschieht daher wieder mit Hilfe der bereits in Abschnitt IV.1 vorgestellten
Sommerfeld-Technik: Im ersten Schritt macht man, ebenso wie vorher in Gl. (IV.50), die exakte Auf-

spaltung
DO 91(e) _ " _; , D"; ,
/0 dem = 1 e s g1(e)de + ; e,@(e—u)+191(5)d5
0 7 0o s
- d + d
- 91(u)—/ M(;@/%/ Gluty/Bdy gy
gu e +1 g 0 ev +1 B8
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Im zweiten Schritt wird die Voraussetzung Gu > 1 ausgenutzt, indem die untere Grenze des ersten
Integrals nach +oco verschoben wird. Damit folgt unter Benutzung des bestimmten Integrals (IV.54)

Mo gl(u)+/0°° 91 +y/B) —g1(n—y/B) dy

2u% B e¥ +1 B
N 297 (1) [ ydy
~ gi(p) + 32 /oey+1
= ) +2 TP (0TI ) (1- 5 )
2
= () + G (k1) gi () - (1V.82)

Setzt man hier das Resultat (IV.60) fiir das chemische Potential bei tiefen Temperaturen ein, erhilt
man in quadratischer Ndherung in 7" zunichst den Ausdruck
7T2 (kBT)Z

M =23 B |g1(ev) = 5 -

2
™

gi(er) + (ks T)*gi (er) | - (IV.83)

Hier wird sehr deutlich, dafs die Magnetisierung des Gases durch die genaue Form der Zustandsdichte

in der Umgebung der Fermi-Energie bestimmt wird: Man benétigt nicht nur g1 (er), sondern auch die
ersten beiden Ableitungen ¢ (er) und g{ (er). Nun ist die Zustandsdichte proportional zu /¢, also

gi(e) = CeY/? | (IV.84)

wobei der Proportionalitidtsfaktor aus der Bedingung

er 2 N
C/O dee'/? = gCe?}’/? =5 (IV.85)
zu
c=3N (IV.86)
3/2
dey

bestimmt wird. Es gilt daher

3N
_ . IV.87
gi(er) = (1v.87)

weiterhin erhdlt man sofort

1 —12 3N
gi(ev) = 50517 = 82
1 s 3N
"
gl (€F) 4C€F 166% ( V 88)
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(n)

Man findet also g; ’(ef) x 6;(er)

, wie bereits aus Dimensionsgriinden zu erwarten war. Damit erhalt

das magnetische Moment des Gases bei tiefen Temperaturen nun die Form

2 2
M M%B ﬁ_w_? ksT ﬂ_ﬂ_z ksT ﬁ
2ep 12 EF dep 6 EF 8er

3Nu3 72 (kpT\”
_ pli_™ IV.89
2 12 \ep (IV.89)
Da ja, wie bereits aus Gl. (IV.77) bekannt,
3 2 ara
; PB — o = (T =) (IV.90)
EF
lautet die paramagnetische Suszeptibilitdt schlieflich
2 (kpT\*
XPH(T) = yBore [1 - % (%) fir T < Tp . (IV.91)
F

e Die hier gefundene Temperaturabhéngigkeit der paramagnetischen Suszeptibilitét eines idea-
len, fastentarteten Fermi-Gases unterscheidet sich wesentlich von der fiir ein System nicht-
wechselwirkender “klassischer Spins™ Dafiir hat man, wie bereits aus den Uberlegungen in Ab-
schnitt I1.3.1 hervorgeht, die Einteilchen-Zustandssumme

Zi(B) = e PueB 4 o+OusB
2 cosh(BupB) (IV.92)

und das magnetische Moment

1 0

Nug tanh(BupB) . (IV.93)

Bei kleinen Magnetfeldern und/oder hohen Temperaturen, also fiir SugB < 1, folgt daraus

Ny

M =~
kgT

B. (IV.94)
Das ergibt das bekannte Curie-Gesetz fiir die Suszeptibilitit eines klassischen Spinsystems:
nig
xRt —= . (IV.95)

Die Tatsache, daf sich die Resultate (IV.77) und (IV.91) hiervon um einen Faktor der Grofienord-
nung O(kpT/er) unterscheiden, hat den schon bekannten Grund: Dieser Faktor beschreibt bei im
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Vergleich zur Fermi-Temperatur kleinen Temperaturen die relative Grofe der “Aufweichungszone”
der fermionischen Besetzungszahlfunktion, aus der allein sich die thermisch angeregten Teilchen
rekrutieren. Der Paramagnetismus eines typischen Metalls bei Zimmertemperatur ist also um
einen Faktor der Ordnung O(1072) kleiner als der, den ein Modell “klassischer Elektronen” vor-
aussagt! Die Erkldrung dieses Sachverhaltes durch W. Pauli bildete daher eine wesentliche Stiitze

fiir die Interpretation der Metallelektronen als ein fastentartetes Fermi-Gas.

IV.2.2 Diamagnetismus

Fiir das Verstidndnis des Diamagnetismus eines idealen Fermi-Gases ist die Tatsache entscheidend, daft
die Bewegung geladener Teilchen in einem homogenen Magnetfeld “quantisiert” ist: Es sei B = Bé,
ein homogenes, zeitlich konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Dann erfihrt ein Teilchen der Ladung e,
das sich mit der Geschwindigkeit ¢’ in diesem Feld bewegt, die Lorentz-Kraft F;, = e¥ x B. In einer

Ebene senkrecht zu B findet man also Kreisbahnen; aus dem Kriftegleichgewicht

02
mo- = evB (IV.96)

ergibt sich fiir ihre Winkelgeschwindigkeit die Zyklotronfrequenz
=—-=—. Iv.97
w=" (1v.97)
Da nun die Kreisbewegung als Uberlagerung harmonischer Schwingungen aufgefafit werden kann, er-
wartet man fiir ein quantenmechanisches Teilchen eine oszillator-artige Quantisierung der Bewegung

in der Ebene senkrecht zu E, wahrend die Bewegung parallel dazu frei bleibt, und dementsprechend

Einteilchen-Energien

eB /. 1 P2
=h— = = 1V.98
© m (J i 2) i 2m ( )
mit einer Quantenzahl 7 = 0,1,2,... . Um diese naheliegende Erwartung zu bestétigen, sei ff(F) ein

zu B gehorendes Vektorpotential, so dafs B =V x A. Der Hamiltonoperator fiir die Bewegung eines
Teilchens mit der Ladung e und der Masse m in diesem Feld besitzt dann die bekannte Form

1 2
H=— (ﬁ— eA) . (IV.99)
m
Durch Bildung des Kommutators von H mit dem Ortsoperator  1afft sich nun geméf

[H, 7] (IV.100)
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ein “Geschwindigkeitsoperator” definieren. Fiir die z-Komponente dieses Operators erhélt man

i

v = (il
= 27711h [(ps — €As)? + (py — eAy)? + (p. — eA,)? , 2]
= 217izh{ (pe — €Ay) [pe — €Ay, 2] + [pe — €Ay, ] (P2 — €Ag) }
B %(px —ed) (IV.101)

was sofort auf den bekannten Zusammenhang

—

i = oA (IV.102)

zwischen dem kinetischen und dem kanonischen Impuls fiihrt. Interessant sind nun die Kommutator-

relationen fiir die verschiedenen Komponenten dieses Geschwindigkeitsoperators: Man hat

[V, vy] = # [pe — €As, py — €Ay ]
= L (100 A+ [40)])
- ;‘1—2‘ (0, A, — 9,A,)
- % B., usw. zyklisch . (IV.103)
m

Im hier betrachteten Fall ist B, = B und B, = By = 0. Mit der Beziehung (IV.102) erhilt der

Hamiltonoperator (IV.99) nun die suggestive Form

1 1
H= Em(vi +v)) + §mv§, (IV.104)

wobei v, und v, nicht kommutieren: [v,,v, ] = %;—32

[ m2 m2
P = —heB 'Uy s Q = —heB UI y (IV.105)

so erfiillen diese Operatoren erstens eine ebensolche Vertauschungsregel wie die Impuls- und Orts-

Definiert man also

operatoren des harmonischen Oszillators,
1
i

und zweitens ist der Hamiltonoperator “im wesentlichen” eine Summe ihrer Quadrate, besitzt somit
ebenfalls Oszillatorform:

_heB1, , 9 1,
H= —3 (P*+Q%) + 5™V - (IV.107)
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Daher werden die Energieeigenwerte eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnetfeld in der
Tat durch die Energieniveaus eines harmonischen Oszillators bestimmt, dessen Oszillatorfrequenz w
durch die Zyklotronfrequenz (IV.97) gegeben wird:

eB 1 P2
=h—(j+ = £ 1 =0,1,2,.... IV.108
€ o <] + 2) + o , J , ( )
Diese Niveaus (IV.108) werden als Landau-Niveaus bezeichnet. Im Unterschied zu denen des einfachen
eindimensionalen Oszillators sind sie sehr hoch entartet: Betrachtet man ein “Periodizitétsvolumen”
V = LyLyL, (d.h. einen Quader mit den Kantenldngen L, L, und L., in welchen das Gas eingesperrt
ist, wobei periodische Randbedingungen gestellt werden), so miissen offenbar nach Einschalten des

Magnetfeldes alle vorher freien Zustidnde, deren transversale kinetische Energie in dem Intervall

eB 1 eB
h—j < — (p24+p%) < h—(j +1 IV.109
—j < 5 (a+py) —(+1) ( )

liegt, zum j-ten Landau-Niveau “verschmelzen”. Die Anzahl dieser Zustinde wird dann durch das durch
h? dividierte zugehorige Phasenraumvolumen der Transversalbewegung gegeben, wobei die Impuls-
komponente in dem durch Gl. (IV.109) bestimmten Kreisring liegen muf:

L.L L.L, heB ,, . .
i fan [an, = Steam (G400
B
— LmLy‘%, (IV.110)

Damit kann schliefilich die grofkanonische Zustandssumme fiir ein ideales Fermi-Gas in einem homo-

genen Magnetfeld in einer Form angegeben werden, die der Landau-Quantisierung Rechnung trigt:
Zln(l + zefﬁe)

* L. dp. & B _pens B
— ’y/ hp ZLxLyeT ln(l +Ze /8 :LnB (]+1/2)e 5m) s (IV].].].)
j=0

— 00

InZ

wobei v wieder den Spinmultiplizitdtsfaktor bezeichnet. Man beachte jedoch, daft der Spinfreiheitsgrad
fiir den Diamagnetismus keine Rolle spielt!

Die durch diese Zustandssumme (IV.111) beschriebene Thermodynamik ist sehr reichhaltig. Zunéchst
soll der klassische Grenzfall hoher Temperaturen, also kleiner Fugazititen untersucht werden: Dann

ist z < 1 und das System wird “Boltzmannsch”, also

hZ =~ W%Z/mdpzefﬁrf—%Ze—,@eﬁ?(ﬂl/z)

eh B

B 1—e B

1/2 -1
_ VB <2m—”> [2 sinh <ﬂ?—3)] . (IV.112)
m

VeB omar\ 12 _pebB 1
’y—hQ z e 2m

h? B
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Zur Vereinfachung der Notation sei weiter

h
35 B = BuB = =, (IV.113)
2m
wobei hier das magnetische Moment py = % eingefiihrt wurde. Da die Bewegung der geladenen Teilchen

betrachet wird, ist der in dieses Moment eingehende Massenparameter m in Falle eines Elektronengases
in einem Metall oder Halbleiter die effektive Elektronenmasse, so daf p dann nicht mit dem Bohrschen

Magneton pp libereinstimmt. Eine einfache Umformung liefert weiterhin

zV eB 1
mz = ’YTT 2sinhx
2V 2mmkgT ehB 1
- N h? 2mkgT sinhx
2V x
T3 Sinhz

(IV.114)

woraus sofort der bekannte Grenzfall des Maxwell-Boltzmann-Gases ohne Magnetfeld zuriickerhalten
wird: Fiir v = 1 und  — 0 reduziert sich diese Gl. (IV.114) auf den klassischen Ausdruck (II.212).

Aus der Hochtemperatur-Naherung (IV.114) fiir die Zustandssumme erhilt man zunéchst den grof-
kanonische Erwartungswert der Teilchenzahl,

0 2V oz
N = —InZ = VY —— IV.115
(Zaz " )BMT 7N3 Sinhaz ( )

und damit dann den Erwartungswert des magnetischen Momentes in der Form
1/ 0 1% 1 x coshz
M=-|=—hZ = A2 _
B (83 ! )ZVT (PSR <sinhx sinh” z )

ﬁi l—cothx
7)@’ sinh z H x

—NpL(z) . (IV.116)

Die an dieser Stelle auftretende Langevin-Funktion

L(z) = cothx — 1 (IV.117)
x

ist auch aus der klassischen Theorie des Paramagnetismus bekannt. (Ubungsaufgaben!) Im hier be-
trachteten klassischen Hochtemperatur-Fall ist B < kg7 und daher » < 1; dann ist L(z) ~ 3.
Damit ergibt sich fiir das magnetische Moment der Ausdruck

uB

M ~ —-N IV.118
H3keT ( )
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wobei das negative Vorzeichen den diamagnetischen Charakter der Magnetisierung anzeigt; die dia-
magnetische Hochtemperatur-Suszeptibilitit des Gases lautet also
2

dia ny

Beriicksichtigt man auferdem noch die paramagnetische Hochtemperatur-Suszeptibilitit (IV.95), also

Xpara _ n:u%
° kT’

so erhidlt man schlieflich insgesamt

n (1g — 517)
o = —————— . IV.120
X kpT ( )
Abgesehen davon, dafs auch das “intrinsische” magnetische Moment pp nicht unbedingt mit dem “kine-
tischen” Moment g iibereinstimmt, unterscheidet sich der Ausdruck fiir die diamagnetische Suszepti-
bilitdt von dem fiir die paramagnetische bei hohen Temperaturen um den Faktor (—1/3); die gesamte
Suszeptibilitét ist fiir die hier zur Debatte stehenden schwachen Magnetfelder einfach die Summe beider

Anteile.

Zur Untersuchung des Diamagnetismus bei tiefen Temperaturen, fiir kT < e, wird zundchst ange-
nommen, daft das duflere Magnetfeld sehr schwach bleibt, so daf uB < kgT'. Unter dieser Vorausset-
zung kann die im Ausdruck (IV.111) fiir In Z auftretende Summe iiber j ndherungsweise mit Hilfe der

Euler—Maclaurin-Formel ausgewertet werden, da die Summanden nur langsam variieren.

e Bei der Berechnung von Zustandssummen in der Statistischen Physik benutzt man die Euler—

Maclaurin-Summenformel héufig in der Form
- > ]‘ ]‘ !/ ]‘ "
> fn) = fl@)de+ 5 f(0) = 5f(0) + s f"(0) +... (IV.121)
n=0 0

wobei f eine glatte Funktion ist, die im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet. Offenbar
entspricht das Integral auf der rechten Seite der Kontinuumsapproximation an die Zustands-
summe, in der von der Diskretheit der quantenmechanischen Energieniveaus abgesehen wird;
die folgenden Terme beinhalten die auf diese diskrete Natur des Spektrums zuriickzufiihrenden

Korrekturen.

Bei der Auswertung der Summe in Gl. (IV.111) treten jedoch “halbzahlige” Indizes auf; man hat

also hier zunéchst

oo

S fn+1/2) = Oof(x)dx+%f(1/2)— 1—12f’(1/2)+... . (IV.122)

n=0 1/2
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Um nun die Funktionswerte bei = 1/2 in der gleichen Genauigkeit auf die bei = 0 zuriick-
zufiithren, betrachtet man die Taylorentwicklungen

1/2 1/2
; f(x)dz = /0 [£(0) +2f"(0)] da + ...
= 1)+ S F )+
SR/ = S0+ 1O
SR = PO+ (IV.123)
und erhélt daraus
Tif(nﬂ/?) = [ f@as- 350 - o)
+550) + 170)
—1—12f’(0)+...
= /Ooof(af)dx+2—2f’(0)+..., (IV.124)

wobei der zweite Term auf der rechten Seite die fithrende Korrektur zur Kontinuumsapproxima-
tion beschreibt.

Mit dieser Variante (IV.124) der Euler-Maclaurin-Formel erhilt die Zustandssumme (IV.111) fiir kleine

Temperaturen und sehr schwache Magnetfelder die Gestalt

+00 0
hZ = W—VeQB/ dp. ) 1n(1+ze’52”B(j“/2)’ﬁp§/2m)
h
N

VeB [T oo
v ;:2 / dp. {/ dz ln(l + Ze*ﬁ(2uBm+p§/2m))
oo 0

1 ze—Bpi/2m

ﬁ 1 —I—Ze_ﬂpg/Qm (—Qﬁ,UB)

(IV.125)

Im ersten dieser beiden Beitriige zu In Z setze 2uBx + p?/2m = ¢ und iiberfiihre das Doppelintegral
iber p, und z in eines tiber (zuerst) x und dann . Dabei transformiert sich das Flachenelement gemafs

d(pz, x)
(e, x)

1 2m
= —4/— ; V.12
2’/5—2;1Bxd5dx’ (IV.126)

dp,dz = ‘ ‘dsdx
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bei festem e variiert « von 0 bis ¢/(2uB). Es folgt

“+o0 )
/ dpz/ dzx ln(1—|—ze_5e) = 2/ dpz/ dz 1n 14 ze™ 55)
—00 0

e/(2,uB) 2
= / de/ p— ~9.Ba2 1n(1—|—ze 55)

o By l/2 [/ 2HB)

= \/Zm/ de (e = 2uBx) 7 ln(1—|—zefﬁ€)

—uB o
V2

= m/ d551/2ln(1+ze 6) . (IV.127)

Da p = 2m’ erhélt man nach Gl. (IV.125) den ersten Beitrag zu In Z in der Form
VeB /2 27V (2m)%/2 [
5 h€2 m/ dgsl/zln(l—er 6) — 7%/ d€£1/21n(1—|—267ﬁ6)
0

’)//\_‘;ff)/Q(z) ) (IV.128)

wobel an dieser Stelle wieder genau die bereits in Gl. (IV.4) durchgefithrten Umformungen anfallen.
In diesen Teil von In Z geht das Magnetfeld also nur implizit iber den Wert der an das Magnetfeld
anzupassenden Fugazitdt z, nicht aber explizit ein, so daf von ihm kein Beitrag zur Magnetisierung
kommen kann. Das ist plausibel: Dieser erste Beitrag zu In Z entspricht einer Kontinuumsapproxima-
tion, in der die diskreten Landau-Niveaus nicht mehr sichtbar sind; der Diamagnetismus wird aber
gerade durch diese Niveaus verursacht.

Der zweite Beitrag zu In Z erhilt mit der Substitution

»?
_ 2 IV.129
y=~ 2m ( )

und dem Zusammenhang

dy = ﬁ&dpz
B

Y dp.

m B b

/2
= —ﬂ y1/2 dpz (IV130)
m

die Gestalt
VeB / y~ /2 (=28uB)
z—ley +1 24

VeB y~1/?
- NG Ty
T B 12 J, YVorTev i1
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1% 2m 2w > —1/2
2mp 2 (up)? [y
0

T 12n2 h zlev +1
7V (2m)3/? 1/2 5 [ y~1/?
= —y——7 B —_—.
T 6n3 877 (mB) /0 dy z7ley + 1

Hieraus ergibt sich das diamagnetische Moment des Gases:

1 /0lnZ
M o= = (LE=2
6( oB )z,V,T

V(2m)3/2
_7% WBT(1/2) fiya(2) -

Fiir die Fermi-Funktion f/5(z) erhélt man aus Gl. (IV.57) die Beziehung I'(1/2) f1 2(2) ~

fiir T — 0; das liefert nun die Magnetisierung in der Form

M 21 (2m)3/?

LEETE (kBTlnz)l/2 1B .

Mit kgT'In z =~ ep und dem aus Gl. (IV.37) folgenden Ausdruck

3/2 h3 3n

T @mpR iy
vereinfacht sich das zu

M 1 nu?

Vv 251:* ’

so dafs auch die diamagnetische Suszptibilitét sofort abgelesen werden kann:
dia L np

Xo & = —z— fir T—0.

Vergleicht man dieses Resultat mit der paramagnetischen Suszeptibilitiat (IV.77),

173

(IV.131)

(IV.132)

2 (In z)'/?

(IV.133)

(IV.134)

(IV.135)

(IV.136)

so findet man wie bereits im Hochtemperaturfall wieder das Verhiltnis g2 /6™ = (—=1/3) u?/u3.

IV.2.3 Magnetisierungsoszillationen in starken Magnetfeldern

Wenn das dufiere Magnetfeld so stark wird, dafs die magnetische Wechselwirkungsenergie B der Mo-

mente p mindestens vergleichbar ist mit dem Temperaturdquivalent kg7, wihrend gleichzeitig die

Temperatur des Fermi-Gases klein gegeniiber der Fermi-Temperatur bleibt, also fiir kgT S uB < €r,
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tritt ein sehr wichtiger Effekt auf: Die Magnetisierung des Gases, als Funktion von B betrachtet, oszil-
liert mit grofser Amplitude. Fiir das Elektronengas in Metallen (fiir welches die Fermi-Fliche nicht mit

der Fermi-Kugel des freien Gases iibereinstimmt) wird dieses Phinomen als de Haas—van Alphen-Effekt

bezeichnet. Die Ursache dieses Effektes ist leicht zu verstehen: Mit p = % erhalten die Einteilchen-
Energien (IV.108) die Form
coup(j+ L)+ 22 i =0,1,2 (IV.137)
=zl J 2 2m ) J=U14..., -

so daf der Abstand aufeinanderfolgender Landau-Niveaus durch 2uB gegeben wird. Wenn dieser Ab-
stand mindestens vergleichbar ist mit kg7, befindet sich stets hochstens ein einziges Landau-Niveau
innerhalb der thermodynamisch relevanten “Aufweichungszone” um die Fermi-Kante. Wenn dann ein

solches Landau-Niveau ungefihr mit der Fermi-Energie zusammenfillt, also fiir
2uB(j+1/2) = ep, (IV.138)

gibt es in der unmittelbaren Umgebung der Fermi-Kante sehr viele besetzbare Zustinde, andernfalls nur
sehr wenige. Variiert man nun die Magnetfeldstérke, schieben sich die Landau-Niveaus nacheinander
an der Fermi-Kante vorbei, so daf daher die thermischen Eigenschaften des Gases in oszillierender
Weise auf diese Variation reagieren. Da die Anderung der Quantenzahl j des Landau-Niveaus an der
Fermi-Kante durch

. EF 1
Aj=—A—= Iva
J o0 B (IV.139)
gegeben wird, entspricht eine Anderung von 1/B um den Betrag
1 2u
A= = 2F IV.140
B EF ( )

einer Anderung der Quantenzahl j um eine Einheit, so daf das j-te Niveau durch seinen Nachbarn
ersetzt wird. Man findet daher eine Periodizitdt der Observablen in 1/B mit der Periode (IV.140).
Dieser Mechanismus zeigt sich nicht nur als Oszillation der Magnetisierung, sondern z.B. auch als
Oszillation der Leitfihigkeit; diese Leitfihigkeitsoszillationen als “Antwort” auf die Anderung eines
starken duferen Magnetfeldes bilden den Shubnikov-de Haas-Effekt.

Die quantitative Behandlung der Thermodynamik des Elektronengases in Gegenwart eines starken
Magnetfeldes ist allerdings technisch aufwendig. Sie geht wie iiblich aus von der grofkanonischen
Zustandssumme

InZ = / dsg(s)ln(l—kze_ﬁe) , (IV.141)
0

wobei aber hier die Zustandsdichte g(¢) nicht durch den Ausdruck (IV.2) fiir freie Teilchen gegeben
wird, sondern den Effekt des Magnetfeldes auf das Einteilchen-Spektrum beinhalten mufs: Das Ma-
gnetfeld wird nur tiber die Zustandsdichte berticksichtigt!
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Es soll nun ein Gas aus Spin—%—Teilchen in einem homogenen Feld B betrachtet werden, fiir die das
in das Landau-Spektrum (IV.137) eingehende Moment p mit dem intrinsischen Moment up tiberein-
stimmt (also kein Gas von Metallelektronen, deren effektive Masse von der Masse freier Elektronen
verschieden ist). Da das Feld als stark vorausgesetzt wird, kann der diamagnetische Effekt der Bahn-
bewegung nicht mehr von der paramagnetischen Spinausrichtung getrennt werden, sondern ist gemein-
sam mit dieser zu behandeln. Das Einteilchen-Spektrum, das beide Effekte beriicksichtigt, lautet also

nun

2

1
2upB (j+ = ) £ usB + 2=
2 2m

™
Il

o1 1 pg
2/LBB<]+§:|:§)+2m

2
Pz
)

= 2/LBB n —+
2m

(IV.142)

wobei jeder Wert der ganzen Zahl n fiir n # 0 zweifach auftritt, n = 0 dagegen nur einmal.

Die exakte Zustandsdichte g(¢), die zu diesem Spektrum (IV.142) gehort, besitzt bei den Energien der
Landau-Niveaus d-artige Singularitéten. Thre Stammfunktion G(g) besitzt folglich bei diesen Energi-
en noch Sprungstellen, aber deren Stammfunktion Q(e) ist stetig und daher mathematisch einfacher
zu handhaben. Deswegen wird die Zustandssumme (IV.141) zunéchst mit Hilfe von zwei partiellen
Integrationen durch diese Funktion (e) ausgedriickt, wobei G(0) = 0 und ©(0) = 0 vorausgesetzt
wird:

ze P (=p)
1+ ze=Pe
1

nz = —/OoodeG(e)
= 5/000d6G(6)

o 0 1

e Die Zustandsdichte g(¢) bzw. ihre zweite Stammfunktion (e) 148t sich aus der kanonischen
Einteilchen-Zustandssumme erhalten. Schreibt man némlich diese als

Z1(B) = /0 Dods e Peg(e) , (IV.144)

so wird deutlich, daff Z;(() nichts anderes ist als die Laplace-Transformierte von g(e), so daf
umgekehrt die Zustandsdichte als inverse Laplace-Transformierte der Zustandssumme dargestellt
werden kann:

1 B’ +ico

9(e) = 5~ o dse™Zi(p) - (IV.145)
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Mittels zweifacher partieller Integration erhélt man den Zusammenhang zwischen Z;(5) und

Q(e),
20 = - [ dEneraE)
0
= 3 / dee PeQ(e) (IV.146)
0
und daraus schlieflich
1 e Z(B)

In den Darstellungen (IV.145) und (IV.147) ist die reelle Grofie 3’ so zu wihlen, daf alle Pole
des jeweiligen Integranden in der komplexen S-Ebene “links” vom Integrationsweg liegen.

Die kanonische Einteilchen-Zustandssumme fiir das Spektrum (IV.142) kann einfach berechnet werden.
Beriicksichtigt man den Entartungsgrad (IV.110) der Landau-Niveaus sowie die Sonderrolle des Niveaus
n = 0, erhilt man sofort

* I, dp, 2 B >
Z(8) = / Z e Ll <zze—wuan_1>
n=0

— 00

_ VeB [(2mm 1/2 2 1
o h? I) 1— e 28usB

V eB 1+ ¢ 20usB

A h 1—e26usB

K eFLB thkQBT 27T

A 2mkpT tanh(BupB)
V. BusB

= 2= — . IV.148
A3 tanh(BupB) ( )

Fiir B — 0 reduziert sich dieser Ausdruck sofort auf das korrekte Resultat fiir Boltzmannsche Spin—%—
Teilchen.

Im néchsten Schritt ist nun die inverse Laplace-Transformation (IV.147) auszufiihren: Man hat

U A )
Qe) = — dp e’
(6) 27T1 B’ —ico ﬁe 62
1 (27rm)3/2 /ﬁ’JriOO ﬁeﬁe
= —2VupB —F— d . IV.149
omi B h? B —ico 563/252tanh(6u33) ( )
Da tanh(z) = :}Tﬁg% und weiterhin
T __ AT i(—iz) _ ,—i(—iz)
sinhg = —— % = 2 ° = isin(—iz), (IV.150)

2 2i
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besitzt der Integrand (IV.149) in der komplexen [-Ebene einfache Pole fiir —ifugB = ¢, also bei

B = /jﬁ% mit £ = +1,42,... auf der imaginiren Achse, aufierdem einen Verzweigungspunkt bei

8 = 0. Der zugehorige Schnitt wird auf die negative reelle Achse gelegt.

Der Integrationsweg parallel zur imaginaren Achse wird dann ersetzt durch die Gesamtheit der infini-
tesimalen Kreise um die Pole auf der imagindren Achse sowie eine Kontur um den Verzweigungsschnitt.
Das Konturintegral um diesen Schnitt liefert lediglich eine glatte Funktion von & (nicht von B), hingt
also nicht mit dem gesuchten Effekt zusammen und wird daher im folgenden weggelassen. Die Integrale

fiir die Wege um die Pole folgen aus dem Residuensatz: Man hat fiir 8 ~ §, die Entwicklung

1
tanh(BupB) ~ (3 — i) pnB —pr——
cosh® (Bepn B)
1
= — B _
(6= Be) s coshz(i&r)
1
= — B _
(B = Be) B cos2 (0m)
= (ﬁ - 6@) /.LBB (IV.151)
und liest daraus die bendtigten Residuen ab:
Res ! S (IV.152)
o=pe tanh(BugB) psB ’
Der oszillierende Beitrag zu Q(e) lautet daher zunéchst
o (27’(’7’77,)3/2 eiéﬂ'a/(,uBB)
0%%¢(e) =2V upB 3 = (IV.153)
f=41,%2,... (/i—%) upB
Zur paarweisen Zusammenfassung der Terme benuzt man die Identitéit
e B —ilme B
eitme/(uBB) N e /(uBB) _ _L (rl/geizm/(uBB) + (_i)fl/QefiZwe/(uBB))
(i6)5/2 (—i£)5/2 7572
1 . ) ) .
_ _m (EIZWE/(/J,BB)flTr/ﬁl _’_8711671'6/(/1,]33)4*171'/4)
2 e w
- __~ - _Z IV.154
65/QCOS<,MBB 4) (IV.154)
und findet damit
42mm)®? (usB\** S 1 lre 7
osc _ - 8 0
Q%% (e) = -V e - ; 7572 €08 B 1) (IV.155)

Im folgenden Schritt muft nun das Integral (IV.143) ausgewertet werden, um den zugehorigen oszillie-
renden Beitrag zu In Z zu identifizieren:
o 0 1
1 ZOSC — _ d QOSC _
n B/O e Q7 (e) 5 {7zleﬁe+l]
2z~ tefe

= p OodeQOSC g)——r—-5.
# | P e

(IV.156)
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Hierbei darf bei hinreichend tiefen Temperaturen z ~ e%¢F gesetzt werden, so da® die (schwache)
Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials (IV.60) vernachléssigt wird.

Dieser Ausdruck (IV.156) fiir In Z°%¢ enthilt den entscheidenden physikalischen Mechanismus. Denn die
Ableitung der fermionischen Besetzungszahlfunktion besitzt einen Peak der Breite O(kgT) um € = ep
herum und verschwindet sonst; jeder Summand von °°¢(g) oszilliert mit einer Periode 2upB/¢. Wenn
also das Feld nur schwach ist, so dafs ugB < kT, fallen viele Perioden in das “Integrationsfenster”,
so dak sich die Beitriige gegenseitig ausldschen. Wenn dagegen kT S upB, kann das Integral in
Abhéngigkeit von B mit grofier Amplitude oszillieren.

Die verbleibende Aufgabe zur Auswertung von In Z°%¢ besteht somit in der Berechnung von
/oodg eﬁ(E—EF) . Cos(gﬂ-EF _ z 4 E?T(E — 5];‘))
0 (65(6*€F) + 1) upB 4 upB
1 /Oo 4 e® [ <,€7T€F ,7r+, Irx )
= — T —— |exp|i—F5 —i— +1i
26 ) g e+ 12 [TP\sB 1 BunB

Arep .m Adnx )]
+ exp| —i +i——1 , IV.157
p( peB 4 PusB ( )

wobel z = (e — ep) gesetzt wurde. Da Bep > 1 vorausgesetzt wird, darf hier die untere Integrations-

grenze in guter Ndherung durch —oo ersetzt werden.

e Man bendtigt nun das bestimmte Integral

+oo x
e ; T
q s _ . IV.158
/_Oo * (e + 1)2e sinh(7a) ( )

Zum Beweis dieser Formel substituiere man

u - 1
Toer 41
_em
du = ——=d IvV.l
U e T, (IV.159)
so dafs
1
e = —-1
u
e = (1—w)%v. (IV.160)
Damit hat man
+oo e” . 0 . .
d 1ax — _ d 1 _ 1 —1lx
[t J =

I
o
IS
=

— )iy (IV.161)
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Dieses Integral fithrt direkt auf die Eulersche Beta-Funktion: Es gilt

1
B(z1,22) = / dt 711 —t)=!
0
= Dl)I(z) (IV.162)
(21 + 22) ’
und daher ebenfalls
1 . .
i - 'l —-ia)T(1 + i)
d 1 1 _ 1 . I ].
/0 uu” (1 —u) T (IV.163)
Aus der “Spiegelungsformel” fiir die I'-Funktion,
™
I'(z)T(1—-2)= IV.164
(AT -2) = =", (1V.164)
folgt durch Multiplikation mit z sofort
Tz
(1 P(l—2)= ; IV.165
(14271 -2) = —— (IV.165)
damit vereinfacht sich der Ausdruck (IV.163) zu
1 .
- - ate!
d —lx 1 _ 1 . I ].
/0 uu (1 —u) sin(mic) (1V.166)
Wegen
1, .. - 1
sin(7ia) = 5 (e —eTiM) = 5 (e™ — e~ ™) =isinh(ma) (IV.167)
i i
ergibt sich daraus die behauptete Beziehung (IV.158).
Es folgt also zunéchst
00 B(e—er) ¢ (e —
/ de © 2 COS( Ter T + 77T(6 6F)>
0 (eﬁ(a—e:p) + 1) upB 4 upB
I
1 lrep 7r> Bup B
= —cos - ) —== IV.168
B <MBB 4 ( )

. o2
sinh ( BB )

und damit dann nach Zusammenfassung aller Faktoren aus den Gln. (IV.155), (IV.156) und (IV.168)

mzo% = g*(-V)

™

o0 S £x _
4 (2rm)3/? (/.LBB>5/2 1 (r? COb(/LBEE 4)
3 5/2 32 . =
h =1 062 BPupB smh(ﬁiBZB)

Irep

V4(27rm)3/2 (uB)?? X 1 COS<,¢BB I
h3 wl/2 ot €3/2 sinh( om2 )

) (IV.169)

BusB
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Aus diesem Resultat erhilt man nun den oszillierenden Anteil der Magnetisierung geméaf

Mose 11 0
= —_ -~ _InZosc. IV.170
Vv VBOB ( )
Dabei brauchen nur die schnell variierenden Ausdriicke, also die cosinus-Funktionen in den Zahlern

differenziert zu werden: Das liefert

0o : bmep _ w
Mo 14(2mm)*? (uB)*/? 1 SIH(NBE 4)< ewap)
~ 3 3 1/2 3/2 . n o 2
% B h w2 g3/ smh(ﬁfL;B) psB
00 gqn( free _ ©
47%(2m)3/? (upB)Y/?ep 1 bm(mfé 4)
= ——0 55 AR (IV.171)
T ()

ein Ergebnis, das auf L. D. Landau zuriickgeht.? Wie bereits aufgrund der qualitativen Uberlegungen
zu Beginn dieses Abschnitts erwartet, oszilliert die Magnetisierung also bei Variation von B; tragt man
diese Oszillationen gegen 1/B auf, so besitzen sie die temperaturunabhingige Periode
1 2
A— HB

== Iv.172
B EF ( )

Durch Messung dieser Periode ldfit sich also die Fermi-Energie experimentell bestimmen. Wegen der
sinh-Funktionen in den Nennern bleibt die Amplitude der Oszillationen klein, solange ugB < kT
dann erhilt man lediglich den schon bekannten “glatten” Dia- bzw. Paramagnetismus. Die Oszillationen
werden offenbar erst signifikant fiir ugB ~ m2kgT. Beriicksichtigt man in dem Resultat (IV.171) nur
den Term ¢ = 1 und setzt auferdem geméf Gl. (IV.37)

h? [3n 2/3

da Spin—%—Teilchen betrachtet werden, so folgt

Mo o 30 (ueB)er sin(55 — 1)
VB grey/* B2 Sinh(ﬁlﬁB)
2 poT 1/2 sin(”eF —1)
— 3B B ( °r ) welb 1) (IV.174)
2er ppB \psB sinh(ﬂz%)
1B

Dieser Ausdruck erlaubt eine einfache Abschitzung der Grofe der Amplitude der Magnetisierungs-
2 .
oszillationen: Da nach Gl. (IV.136) —ZtE = y@dia ist die Amplitude des oszillierenden Anteils der

2€F

Magnetisierung fiir ugB ~ n%kgT um den Faktor (ep/ (,uBB))l/ ? grofer als der monotone Anteil!

2Es ist instruktiv, die hier vorgestellte Herleitung des Resultates (IV.171) mit derjenigen zu vergleichen, die im Band V
des Lehrbuchs fiir Theoretische Physik von L.D. Landau und E.M. Lifschitz gegeben wird!
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Der Ausdruck (IV.171) gilt, wie erwéhnt, fiir ein Gas freier Teilchen, in dem das durch die Bahn-
bewegung bedingte Moment p mit dem intrinsischen Moment pp tibereinstimmt. Fiir ein Elektronengas
in Metallen oder Halbleitern ist das jedoch meist nicht der Fall: So findet man in GaAs fiir das
Leitungsband die effektive Elektronenmasse meg = 0.067 mg, wobei myq die “nackte” Elektronenmasse
bezeichnet; daher ist hier das Bahnmoment ¢ um den Faktor 15 grofser als Bohrsche Magneton pgp. In
einem solchen Fall kann der paramagnetische Beitrag vernachlissigt werden: Man geht dann aus von
dem Einteilchen-Spektrum (IV.137), erhilt anstelle von Gl. (IV.148) die Einteilchen-Zustandssumme

\% BuB

Z1(B) = N Sinh(3uB)

(IV.175)

und daraus schlieRlich fiir den Quotienten aus Magnetisierung und Feldstiirke den Ausdruck (Ubungs-

aufgabe!)

0o : bmep _ w
Mose _ 4 dia kBT (E_F)1/2 (_1)@ sm( /LBF 4)
1

vB ~ ™0 B \uB 7 un(2T)

(IV.176)

Der de Haas—van Alphen-Effekt fiir das Elektronengas in Metallen ist von grofser praktischer Bedeu-
tung: Hier ist die Oszillationsperiode A(1/B) proportional zum Inversen einer extremalen Schnittflache,
die eine zum Magnetfeld senkrechte Ebene mit der Fermi-Fliche einschliefit; durch Anderung der Rich-
tung des Magnetfeldes und Messung der zugehorigen Oszillationsperioden lafst sich daher die Topologie
der Fermi-Fléiche experimentell bestimmen. Weitere Informationen dazu finden sich in Lehrbiichern der
Festkorperphysik.?

3Siehe z.B. Ashcroft/Mermin: Solid State Physics. Harcourt College Publishers, Fort Worth.
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