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Irrtum verlässt uns nie; doh ziehet ein höher BedürfnisImmer den strebenden Geist leise zur Wahrheit hinan.Johann Wolfgang von Goethe: Vier Jahreszeiten, Vers 52ii



Statt eines VorwortesDieses Skriptum entstand � vielmehr: es entsteht immer noh! � aus Vorlesungen über StatistishePhysik, die ih für Physikstudentinnen und -studenten an der Carl von Ossietzky Universität Olden-burg gehalten habe und halte. Es teilt die Unvollkommenheiten vieler Vorlesungsmitshriften: Es istunvollständig, d.h. es dekt niht den gesamten Lehrsto� ab, den man mit seiner Übershrift verbindenkann; es ist unausgewogen und spiegelt in seiner Sto�auswahl zu einem erheblihen Teil die Vorliebendes Dozenten wider; es ist unvershämt, weil vershiedene Kapitel mehr oder weniger unverfroren ausden Werken kundigerer Autoren abgeshrieben wurden; die Notation ist (noh) inkonsistent und wirdniht im ganzen Skript einheitlih durhgehalten . . . kurz, man muss es niht unbedingt lesen.Andererseits � und das mag seine Lektüre dann doh rehtfertigen � besitzt es vielleiht auh guteSeiten. Für die Hörer dieser Vorlesungen ist es siher eine Beruhigung, bei der Naharbeitung nihtunbedingt auf eine hastig hingekritzelte Tafelabshrift angewiesen zu sein, sondern wesentlihe Ge-dankengänge und dazu nötige formale mathematishe Argumente sauber �xiert zu �nden. In der Tatbesteht eines der Ziele dieses Skriptes darin, die Hörer zu ermutigen, während der Vorlesung nur nohwenig, vielleiht sogar gar nihts mitzushreiben und sih stattdessen voll auf die Sahe selbst zu kon-zentrieren. Wer niht verzweifelt versuhen muss, Kreidehieroglyphen vor ihrer drohenden Auslöshungmöglihst vollständig zu kopieren, kann eher dem roten Gedankenfaden folgen, vielleiht sogar bemer-ken, dass dieser hier und da niht völlig korrekt abgewikelt wird und den Herrn Professor mit einerdiesbezüglihen Frage in Verlegenheit bringen � sollte ein solhes Wehselspiel angestoÿen werdenkönnen, gehörte e-learning bald der Vergangenheit an. Allein shon diese Aussiht rehtfertigt denAufwand.Ein groÿer Reiz dieses Projektes besteht zudem darin, dass es � LATEX2ε sei Dank! � fortlaufendverbessert werden kann. Die hier vorliegende Version ist noh lange niht das Endprodukt � ih ärgeremih immer noh über das fehlerhafte Argument, das ih blindlings aus dem Buh von . . . übernommenhabe und das lediglih mit shwerem Formelgeshütz eine logishe Inkonsistenz zu übertönen trahet,und ih bin überzeugt, dass selbst viele �einfahe� Zusammenhänge noh erheblih klarer ausgedrüktwerden können und daher auh müssen. Statistishe Physik gilt als shwierig, aber vielleiht ist esrihtiger, sie als reih zu bezeihnen � sie spannt sehr weite gedanklihe Bögen, benötigt Eingabenaus sehr vershiedenen Teilgebieten der Physik und liefert Aussagen von bestehender Klarheit undAllgemeinheit. Es sind vielleiht niht zuletzt dieses Reihsein und die Notwendigkeit, sih auf meh-iii



iv STATT EINES VORWORTESreren Gedankenebenen zugleih zu bewegen und sheinbar weit auseinanderliegende Einzeltatsahenrihtig zusammenzufügen, die bei der erstmaligen Auseinandersetzung damit Unbehagen verursahenmögen. Man kann Statistishe Physik niht lernen wie etwa eine Programmiersprahe; man muss sihdarauf einlassen. Bei diesem Ringen um Einsiht kann eine klare Darstellung, selbst wenn sie subjektivvorgeprägt ist, enorme Hilfestellung leisten.Allerdings kann das Lesen dieses Skriptes das Studium eines rihtigen Lehrbuhes zur StatistishenPhysik niht ersetzen. Hier muss unbedingt auf den groÿartigen Band V des Lehrbuhes der Theore-tishen Physik von Landau und Lifshitz hingewiesen werden: Wer sih die Zeit nimmt, dieses Buhwirklih zu lesen, sih wirklih darauf einzulassen, wird auh wirklih bereihert werden. Und wennsih diese Bereiherung niht sofort einstellen will: Niht verzagen. An dem Gedankengebäude derStatistishen Physik haben einige der exzellentesten Köpfe der Menshheitsgeshihte gezimmert, undselbst die haben einige Zeit dafür benötigt.Man wird die Statistishe Physik shlieÿlih kaum durh reines Literaturstudium erlernen können; derselbständigen Auseinandersetzung mit Beispielproblemen � dem selbständigen Lösen von Übungsauf-gaben � kommt auh hier groÿe Bedeutung zu. Das vorliegende Skript kann wohl nur dann sinnvollgenutzt werden, wenn parallel zu seiner Lektüre die darauf abgestimmten, wöhentlih ausgeteiltenÜbungsaufgaben bearbeitet werden; einige der Aussagen, zu deren Verdeutlihung die Übungen dienen,werden an zentralen Stellen des Gedankenganges Verwendung �nden. Leider werde ih diese Übungs-aufgaben erst nah meiner Pensionierung in den Text einweben können � ih hege den Verdaht, dassIhr sie andernfalls einfah abshreiben würdet.Statistishe Physik ist eine intellektuelle Herausforderung; sih mit ihr zu beshäftigen lohnt shon umihrer selbst willen. Um noh einmal unseren Dihterfürsten zu Worte kommen zu lassen: 1Was du ererbt von deinen Vätern hast,Erwirb es, um es zu besitzen.Tre�iher kann man es niht ausdrüken. Aber man kann es noh ergänzen durh den WahlspruhDavid Hilberts, mit dem er seine auf Shallplatte festgehaltene Festrede bei der Verleihung der Ehren-bürgerrehte Königsbergs im Jahre 1930 abshloss: 2Wir müssen wissen. Wir werden wissen.
1Johann Wolfgang von Goethe: Faust I, Vers 682f. Darf natürlih niht fehlen!2Dieses Lebensmotto, das sogar auf Hilberts Grabstein eingemeiÿelt ist, ist ganz o�ensihtlih eine bewusste Abkehrvon dem pessimistishen �Ignoramus et ignorabimus� des Physiologen Emil Heinrih du Bois-Reymond, der diese Worteerstmals 1872 in einem Vortrag �Über die Grenzen der Naturerkenntnis� auf der Versammlung der Gesellshaft DeutsherNaturforsher und Ärzte (GDNÄ) in Leipzig geäuÿert hatte.



Die Hauptsätze der ThermodynamikDie folgende Zusammenstellung der Grundtatsahen der Gleihgewihts-Thermodynamik soll lediglihder Erinnerung dienen. Während diese Hauptsätze im Rahmen der Thermodynamik axiomatish for-muliert wurden, werden sie in der Statistishen Physik aus nur wenigen Voraussetzungen ershlossen.Nullter HauptsatzFür jedes thermodynamishe System existiert eine skalare Zustandsgröÿe, die Temperaturgenannt wird. Die Gleihheit der Temperaturen zweier Systeme ist eine notwendige Vor-aussetzung für deren thermishes Gleihgewiht. Zwei Systeme, die sih im thermishenGleihgewiht mit einem dritten System be�nden, sind auh untereinander im thermishenGleihgewiht, haben also die gleihe Temperatur.Erster HauptsatzJedes thermodynamishe System besitzt eine für dasselbe harakteristishe Zustandsgröÿe,die Energie. Bei Energiezufuhr von auÿen (in Form von mehanisher oder anderer Arbeitoder Wärme) �ndet eine solhe Zustandsänderung statt, daÿ die Summe der zugeführtenEnergien genau der Zunahme der Systemenergie entspriht. Für ein isoliertes System giltder Energieerhaltungssatz.Zweiter Hauptsatz � Formulierung nah ThomsonEs gibt keine thermodynamishe Zustandsänderung, deren einzige Wirkung darin besteht,daÿ eine Wärmemenge einem Wärmespeiher entzogen und vollständig in Arbeit umgesetztwird.Zweiter Hauptsatz � Formulierung nah ClausiusEs gibt keine thermodynamishe Zustandsänderung, deren einzige Wirkung darin besteht,daÿ eine Wärmemenge einem kälteren Wärmespeiher entzogen und an einen wärmerenabgegeben wird. v



vi DIE HAUPTSÄTZE DER THERMODYNAMIKZweiter Hauptsatz � Formulierung nah SommerfeldJedes thermodynamishe System besitzt eine Zustandsgröÿe, Entropie genannt. Man be-rehnet sie, indem man das System aus einem willkürlih gewählten Anfangszustand in denjeweiligen Zustand des Systems durh eine Folge von Gleihgewihtszuständen überführt,die hierbei shrittweise zugeführte Wärme dQ bestimmt, letztere durh die erst bei dieserGelegenheit zu de�nierende �absolute Temperatur� T dividiert und sämtlihe Quotientensummiert.Bei den wirklihen (niht ideellen) Vorgängen nimmt die Entropie eines nah auÿen isolier-ten Systems zu.Dritter HauptsatzDie Entropie eines ungemishten kondensierten Sto�es im thermodynamishen Gleihge-wiht ist am absoluten Nullpunkt eine universelle Konstante, die Null ist.
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Kapitel I
Klassishe Statistishe MehanikMakroskopishe Sto�portionen bestehen stets aus einer sehr groÿen Anzahl von Teilhen: So besteht1 mol eines idealen Gases (entsprehend einem Volumen von 22.41383 ℓ bei Normalbedingungen) aus
NA = 6.022045 ·1023 Atomen oder Molekülen. Wenn man diese Teilhen klassish au�aÿt und im Sinneder Hamiltonshen Mehanik behandeln will, dann ist es weder möglih noh sinnvoll, den �Mikrozu-stand� (d.h. die Gesamtheit aller Teilhenorte und -impulse) zu irgendeinem Zeitpunkt anzugeben:Weder kann man die benötigten Anfangswerte messen oder speihern, noh kann man sie numerishverarbeiten.Stattdessen wird ein makroskopishes System durh Zustandsvariablen wie Temperatur T , Druk p,Volumen V usw. beshrieben. Diese Gröÿen sind niht alle unabhängig voneinander, sondern werdendurh Zustandsgleihungen miteinander verbunden. Das bekannte Gesetz für ideale Gase, νRT = pV ,ist ein Beispiel dafür.

• Thermodynamik ist eine allgemeine Theorie makroskopisher Systeme, ihrer Beshreibung durhZustandsvariablen und der möglihen Zustandsänderungen. Sie geht aus von Erfahrungstatsa-hen, den sogenannten Hauptsätzen, die als Axiome vorangestellt werden.
• Statistishe Mehanik geht dagegen über die phänomenologishe Ebene hinaus und untersuhtauh die den Makrosystemen entsprehenden Mikrosysteme; ihre Aufgabe ist insbesondere dieBerehnung makroskopisher Systemeigenshaften aus den mikroskopishen Wehselwirkungen.I.1 Thermodynamishe Systeme und VerteilungsfunktionenUnter einem thermodynamishen System versteht man einen eigenständigen, hinreihend groÿen Teildes Universums, der theoretish (d.h. durh Angabe einer im Prinzip durhführbaren Vorshrift) vom�Rest der Welt� abgetrennt werden kann. (Beispiel: Eine Gasportion, die in einem Zylinder eingesperrt1



2 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKist und durh ihre Expansion einen Kolben bewegen kann.) Zu seiner Beshreibung gehört auh dieAngabe von Randbedingungen (z.B. die Angabe, ob das System thermish isoliert ist). Was �von auÿen�auf das System einwirkt, wird als �Ein�uÿ der Umgebung� zusammengefaÿt. Ein System heiÿt1
• abgeshlossen, wenn es keine Materie mit seiner Umgebung austausht;
• isoliert, wenn es weder Materie noh Energie mit seiner Umgebung austausht;
• o�en, sonst.Ein System wird durh Angabe von geeigneten Zustandsvariablen beshrieben. Eine solhe Zustands-gröÿe heiÿt �extensiv�, wenn sie der Systemgröÿe proportional ist (wie etwa Volumen V , Energie E,Teilhenzahl N , . . . ) und �intensiv�, wenn sie von der Systemgröÿe unabhängig ist (Druk p, Tempe-ratur T , Dihte ρ, . . . ).Im allgemeinen erreiht jedes sih selbst überlassene System nah Ablauf einer gewissen Relaxationszeiteinen Gleihgewihtszustand, den es spontan niht mehr verläÿt. Ein solher Gleihgewihtszustandwird shon durh eine kleine Zahl von unabhängigen Zustandsgröÿen beshrieben, wogegen zur genauenSpezi�zierung eines Niht-Gleihgewihtszustandes eine erheblih gröÿere Zahl von Variablen benötigtwird. Im folgenden wird ausshlieÿlih �Gleihgewihtsstatistik� behandelt werden, d.h. es werden nurGleihgewihtszustände untersuht. In diesem Fall sind alle Zustandsvariablen zeitunabhängig.In diesem ersten Kapitel soll nun versuht werden, makroskopishe Systeme, also Systeme mit 1023oder mehr Freiheitsgraden, klassish zu beshreiben. Tatsählih wird sih später zeigen, daÿ typishequantenmehanishe E�ekte in Gasen bei Normaldruk und niht zu tiefen Temperaturen praktishvernahlässigbar sind; ein genaues Kriterium für die Gültigkeit der resultierenden klassishen Statistik(sowie die �Quantenstatistik�, die benötigt wird, wenn dieses Kriterium niht erfüllt ist!) wird im zwei-ten Kapitel entwikelt werden. Doh der Leser sei gewarnt: Auh die nun zu formulierende �klassishe�Statistik wird niht ganz ohne h̄ auskommen!Ein Gas mit N ≫ 1 Teilhen, die als Massenpunkte aufgefaÿt werden, wird also beshrieben durheinen �Punkt� (q, p) in einem 6N�dimensionalen Phasenraum Γ, der von allen Orten und Impulsenaufgespannt wird:

(q, p) = (~r1, . . . , ~rN , ~p1, . . . , ~pN) . (I.1)Das Verhalten des Systems im Laufe der Zeit, also seine Phasenraumtrajektorie, kann �im Prinzip�berehnet werden, wenn die Hamiltonfunktion H(q, p) bekannt ist.Ein solhes Vorgehen ist jedoh für die sehr groÿen N , die hier von Interesse sind, niht praktikabel.Statt eine Systemtrajektorie im Phasenraum in der Zeit zu verfolgen, maht die Statistishe PhysikWahrsheinlihkeitsaussagen über den Mikrozustand: Ein- und derselbe Makrozustand (beshrieben1Die hier benutzte Nomenklatur ist niht durhweg üblih. Von anderen Autoren wird ein System als o�en bezeihnet,wenn es in irgendeiner Weise mit seiner Umgebung wehselwirkt, sonst als abgeshlossen.



I.1. THERMODYNAMISCHE SYSTEME UND VERTEILUNGSFUNKTIONEN 3durh Druk p, Temperatur T , Volumen V , . . . ) kann o�ensihtlih durh eine sehr groÿe Zahl von Mi-krozuständen (beshrieben durh Phasenraumpunkte (q, p)) realisiert werden. Könnte man zu gegebe-nem Makrozustand den Mikrozustand messen, würde das Resultat (bei stets gleihem Makrozustand!)von Messung zu Messung variieren. Repräsentiert man die Gesamtheit aller Mikrozustände, die mitdem vorliegenden Makrozustand �verträglih� (kompatibel) sind, durh die zugehörigen Phasenraum-punkte (q, p), entsteht eine �Punktwolke� im Phasenraum. Auf diese Weise betrahtet man anstelle deseinen, tatsählih vorhandenen Systems eine sehr groÿe Zahl makroskopish identisher Kopien diesesSystems, die seine vershiedenen mikroskopishen Realisierungsmöglihkeiten widerspiegeln. Das Er-gebnis einer solhen Gedankenkonstruktion, also eine groÿe Zahl von makroskopish identishen Kopiendes Ausgangssystems, bezeihnet man als statistishe Gesamtheit oder Ensemble.Die mathematishe Präzisierung der Idee der Punktwolke führt zu einer Wahrsheinlihkeitsdihteim Phasenraum: Die Wahrsheinlihkeit dafür, daÿ der Mikrozustand (Phasenraumpunkt) zu einemZeitpunkt t0 im Volumenelement d3N q d3Np um (q, p) angetro�en wird, besitzt die Form
dw(q, p) = ̺(q, p) d3Nq d3Np . (I.2)Die hier auftauhende Wahrsheinlihkeitsdihte ̺(q, p) wird auh als Verteilungsfunktion bezeihnet;sie entspriht der lokalen Dihte der Punkte in der Wolke. Sie besitzt o�enbar folgende Eigenshaften:1. ∫

̺(q, p) d3Nq d3Np = 1 , (I.3)denn irgendwo im Phasenraum muÿ der Mikrozustand des betrahteten Systems ja angetro�enwerden.2. Der statistishe Erwartungswert einer klassishen Observablen A(q, p) ist
〈A〉 =

∫
A(q, p) ̺(q, p) d3N q d3Np ; (I.4)im Gleihgewihtszustand, wenn ̺(q, p) niht mehr von der Zeit abhängt, ist auh 〈A〉 zeitunab-hängig.3. Ein Niht-Gleihgewihtszustand wird beshrieben durh eine explizit zeitabhängige Verteilungs-funktion ̺(q, p, t); diese gehorht der aus der Mehanik bekannten Liouville-Gleihung:

d

dt
̺ =

∂

∂t
̺+ {̺,H} = 0 . (I.5)Im Gleihgewiht ist ∂̺/∂t = 0 und daher auh {̺,H} = 0: Die Verteilungsfunktion ̺ vertaushtmit H , ist also eine Erhaltungsgröÿe.Die erste Eigenshaft legt lediglih die Normierung der Wahrsheinlihkeitsdihte fest. Die zweite Ei-genshaft bringt einen der Grundgedanken der Ensemble-Konstruktion zum Ausdruk: �Eigentlih� istman am Zeitmittel 〈A〉t der Eigenshaften eines Systems interessiert, berehnet aber stattdessen einEnsemblemittel 〈A〉Ens. ≡ 〈A〉, indem man bei festem Zeitpunkt t0 über eine �Shar� makroskopishidentisher Systeme mittelt. Die implizit zugrundegelegte Annahme



4 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK�Zeitmittel = Sharmittel�wird als �Ergodenhypothese� bezeihnet. Die dritte Eigenshaft ist eine Konsequenz der Invarianz desPhasenraumvolumens unter kanonishen Transformationen, also auh unter der Zeitentwiklung; siebedeutet, daÿ die Dihte der Punktwolke in der Umgebung eines gegebenen, mit dem HamiltonshenFluÿ durh den Phasenraum wandernden Punktes konstant bleibt. Die Charakterisierung des Gleih-gewihtes durh das Vershwinden der Poissonklammer {̺,H} deutet an, daÿ die Verteilungsfunktionim Gleihgewiht eine Funktion der Energie sein wird:
̺(q, p) = f

(
H(q, p)

)
. (I.6)Um nun die Verteilungsfunktion ̺(q, p) angeben zu können, muÿ das statistishe Ensemble genauerspezi�ziert werden. Hier wird zunähst ein isoliertes System betrahtet, dessen Energie E, Volumen Vund TeilhenzahlN wegen der Isolation im Laufe der Zeit konstant bleiben; diese Eigenshaft überträgtsih dann auf alle Ensemblemitglieder. Die Gesamtheit aller Mikrozustände, die mit den vorgegebenenWerten von E, V , N des Makrozustandes verträglih sind, heiÿt mikrokanonishes Ensemble.Die mikrokanonish zulässigen Phasenraumpunkte liegen also auf der �Energiemannigfaltigkeit� M =

{(q, p) |H(q, p) = E}. Da es keinen Grund gibt, einen Punkt auf dieser Mannigfaltigkeit vor ande-ren auszuzeihnen, sollten alle Punkte darauf die gleihe a priori-Wahrsheinlihkeit besitzen: ̺(q, p)sollte auf der Energiemannigfaltigkeit M überall den gleihen Wert annehmen und �auÿerhalb� davonvershwinden.Genauer: Die Bedingung H(q, p) = E de�niert eine (6N − 1)-dimensionale Hyper�ähe im 6N -dimensionalen Phasenraum Γ. Eine solhe Flähe besitzt jedoh das Volumenmaÿ Null, wird also voneinem zufällig in den Phasenraum eingestreuten Punkt nur mit der Wahrsheinlihkeit Null getro�en.Andererseits ist es physikalish unmöglih, die Energie E eines Systems völlig exakt festzulegen. Ausdiesen Gründen ordnet man den erlaubten Mikrozuständen im mikrokanonishen Ensemble anstelleder Hyper�ähe M eine �Energieshale� S mit niht näher spezi�zierter Dike ∆E zu:
S = {(q, p) |E − ∆E ≤ H(q, p) ≤ E} . (I.7)Die mikrokanonishe Verteilungsfunktion für das Gleihgewiht, die dem Postulat der gleihen a priori-Wahrsheinlihkeit für alle zugänglihen Mikrozustände entspriht, lautet dann also
̺(q, p) =

{
const. für E − ∆E ≤ H(q, p) ≤ E

0 sonst , (I.8)wobei die Konstante sofort aus der Normierung folgt:
∫
̺(q, p) d3Nq d3Np = const.

∫

E−∆E≤H(q,p)≤E

d3Nq d3Np

≡ const. Ω̃∆E

= 1 , (I.9)



I.1. THERMODYNAMISCHE SYSTEME UND VERTEILUNGSFUNKTIONEN 5also const. = 1/Ω̃∆E. Dabei ist Ω̃∆E das Phasenraumvolumen der Energieshale, die durh die Mikro-zustände mit einer Energie zwishen E − ∆E und E ausgefüllt wird.Diese Konstruktion ist jedoh nur dann sinnvoll, wenn die als Hilfsgröÿe eingeführte �Shalendike� ∆Ekeinen wesentlihen Ein�uÿ auf das �Maÿ� Ω̃∆E der Shale hat. Das ist aufgrund des Umstandes, daÿes sih hier um eine Shale in einem sehr hohdimensionalen Raum handelt, auh tatsählih der Fall.Diese auh für konkrete Rehnungen wihtige Tatsahe wird durh das folgende Beispiel verdeutliht:
• Ein ideales (nihtwehselwirkendes) Gas von N Punktteilhen der Masse m sei in einem Volu-men V eingesperrt. Dann lautet die Hamiltonfunktion

H(q, p) =

N∑

i=1

~p 2
i

2m
+HV (~r1, . . . , ~rN ) , (I.10)wobei das �Einshluÿpotential� HV (~r1, . . . , ~rN ) formal die Einshränkung auf das Volumen Vbeshreiben soll, d.h. es vershwindet, wenn alle Teilhenkoordinaten im Innern von V liegen,und wird sehr groÿ, wenn eine der Teilhenkoordinaten den Rand von V erreiht. Damit ist

Ω̃∆E =

∫

E−∆E≤H(q,p)≤E

d3Nr d3Np

= V N

∫

2m(E−∆E)≤
∑

~p 2

i
≤2mE

d3Np

≡ V Nf∆E(E) , (I.11)wobei f∆E(E) das Volumen einer 3N -dimensionalen Kugelshale mit Auÿenradius √
2mE undInnenradius √2m(E − ∆E) angibt.Nun ist das Volumen einer Kugel vom Radius R in d Dimensionen gegeben durh

Vd(R) = α(d)Rd , (I.12)wobei α(d) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeihnet (Übungsaufgabe! ):
α(d) =

πd/2

Γ
(

d
2 + 1

) . (I.13)(Probe: Für d = 3 erhält man daraus
V3(R) =

π3/2

Γ
(

3
2 + 1

)R3 =
π3/2

3
2 · 1

2 · π1/2
R3 =

4π

3
R3 ,wie es sein muÿ.) Das Volumen einer Kugelshale mit den Radien R und R− δR ist daher

Vd(R) − Vd(R− δR) = α(d)
[
Rd − (R − δR)d

]

= α(d)Rd

[
1 −

(
1 − δR

R

)d
]
. (I.14)



6 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKNun kommt die Hohdimensionalität ins Spiel: Man hat
(

1 − δR

R

)d

= ed ln(1−δR/R)

≈ e−dδR/R −→ 0 (I.15)für d → ∞ bei festgehaltener relativer Dike δR/R. Für sehr hohdimensionale Kugeln ist alsopraktish das gesamte Volumen in der äuÿersten Shale konzentriert. Ist etwa δR/R = 10−6 und
d = 1023, �ndet man (1 − δR/R)d ≈ exp

(
−1017

) ! Dann stimmt das Volumen der Kugelshaleder Dike δR praktish mit dem Volumen der Vollkugel mit gleihem Auÿenradius R überein.Daher erhält man nun für �thermodynamish groÿe N � in sehr guter Näherung
f∆E(E) = α(3N)

√
2mE

3N

=
π3N/2

Γ
(

3N
2 + 1

) (2mE)3N/2 , (I.16)und das Volumen des Teiles des Phasenraums Γ, der für ein mikrokanonishes idealesN -Teilhen-Gas in einem Behälter mit dem Volumen V bei der Gesamtenergie E zugänglih (�akzessibel�)ist, wird faktish von der Shalendike ∆E unabhängig:
Ω̃∆E(E, V,N) ≡ Ω̃(E, V,N)

=
π3N/2

Γ
(

3N
2 + 1

) V N (2mE)3N/2

= const. V NE3N/2 . (I.17)Die geometrishe Eigenshaft hohdimensionaler Körper, die für dieses spezielle Beispiel bewiesenwurde, soll noh einmal in allgemeiner Form festgehalten werden:Bei der Berehnung hohdimensionaler Phasenraumvolumina darf die mikrokanonisheEnergieshale durh denjenigen Vollkörper ersetzt werden, der die gleihen Auÿenabmes-sungen besitzt wie die Shale.�Je mehr Phasenraum� ein Makrozustand zur Verfügung hat, umso wahrsheinliher wird sein Auftre-ten sein. Um diese intuitiv einleuhtende Vermutung zu präzisieren, benötigt man nun eine Aussagedarüber, wieviele Mikrozustände in die mikrokanonishe Energieshale �passen�.Im Rahmen der klassishen Hamiltonshen Mehanik sind Mikrozustände beliebiger Energie möglih. Inder übergeordneten Theorie, der Quantenmehanik, �ndet man dagegen diskrete Mikrozustände, selbstwenn davon in einem Gas unter Normalbedingungen (d.h. bei niht zu tiefer Temperatur und nihtzu hohem Druk) nihts mehr zu spüren ist. Mit einem zweifahen Vorgri� auf die Quantenmehanikkann man nun aus dem Phasenraumvolumen Ω̃(E, V,N), das für einen durh E, V,N beshriebenenMakrozustand zugänglih ist, auf die Zahl der zugehörigen (Quanten-)Mikrozustände shlieÿen. Dererste Vorgri� betri�t das Volumen, das einem einzigen Zustand entspriht:



I.1. THERMODYNAMISCHE SYSTEME UND VERTEILUNGSFUNKTIONEN 7Bei hinreihend hoher Energie �belegt� jeder quantenmehanishe Zustand eines Systemsmit f Freiheitsgraden ein Phasenraumvolumen der Gröÿe hf = (2πh̄)f .Für ein Gas aus N Punktteilhen wird somit der Phasenraum Γ in �Zellen� der Gröÿe h3N unterteilt;jede Zelle entspriht einem Mikrozustand. Die überaus bemerkenswerte Implikation, daÿ die Zellengrö-ÿe zustands� und sogar systemunabhängig ist, wird im allgemeinen erst im �semiklassishen� Bereihgroÿer Quantenzahlen (asymptotish) rihtig; wenn sie im folgenden benutzt wird, wird dadurh derGültigkeitsbereih der Shluÿfolgerungen auf hinreihend hohe Energien (bzw. Temperaturen) einge-shränkt. Für f = 1 entspriht die obige Aussage der �Bohr�Sommerfeld-Quantisierungsregel�, mitderen Hilfe in der �alten� Quantenmehanik (d.h. bereits vor Entdekung der Shrödingergleihung)Energien quantenmehanisher Zustände näherungsweise berehnet werden konnten:
• Ein quantenmehanishes System mit einem Freiheitsgrad läÿt diejenigen Energiewerte En zu,für die das klassishe Wirkungsintegral

I =
1

2π

∮
p dqeinen der Werte h̄(n+βn/4) annimmt, wobei n die �Quantenzahl� bezeihnet und βn eine kleineganze Zahl ist.2Demnah untersheiden sih die Phasenraum�ähen ∮ p dq, die zwei benahbarten Zuständen mitQuantenzahlen n und n + 1 zuzuordnen sind, gerade um 2πh̄, sofern βn fest bleibt. Auh diese se-miklassishe Quantisierungsregel wird im allgemeinen erst für groÿe n asymptotish exakt; für einigebesonders einfahe Systeme, wie z.B. das �Teilhen im Kasten� oder den harmonishen Oszillator,bleibt sie sogar für kleine Quantenzahlen streng rihtig. (Übungsaufgabe! )Während die Existenz von Phasenraumzellen asymptotish konstanten Volumens shon für Einteilhen-Systeme gilt, erzwingen die in der Statistishen Physik betrahteten Vielteilhensysteme darüber hinausdie Berüksihtigung eines weiteren �Quantene�ektes�:

N -Teilhen-Kon�gurationen, die sih nur durh eine Permutation identisher Teilhen un-tersheiden, sind im Rahmen der (semi-)klassishen Statistik als niht voneinander ver-shieden anzusehen.Hier wird die prinzipielle Ununtersheidbarkeit identisher Teilhen antizipiert: Eine Vertaushungidentisher Quantenteilhen liefert keinen neuen Zustand! Warum diesem Umstand sogar shon in der�klassishen� statistishen Mehanik Rehnung getragen werden muÿ , obwohl er sih im Rahmen einerklassishen Theorie niht weiter begründen läÿt, wird später deutlih werden.2Diese ganze Zahl βn wird als Maslov-Index oder auh als Morse-Index bezeihnet; sie besitzt eine anshaulihegeometrishe Interpretation. Mehr darüber �ndet man bei M. C. Gutzwiller: Chaos in Classial and Quantum Mehanis(Springer, New York, 1991).



8 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKMit diesen beiden Vorgri�en auf die Quantenmehanik kann nun aus dem geometrishen Volumen
Ω̃(E, V,N) des zugänglihen Teiles des Phasenraumes für ein System aus N identishen Punktteilhen,das bei vorgegebener, fester Energie E ein Volumen V einnimmt, die Zahl Ω(E, V,N) der zugehörigenMikrozustände abgeshätzt werden: Da die N Teilhen 3N Freiheitsgrade besitzen, muÿ zunähst dasVolumen Ω̃(E, V,N) durh das Volumen (2πh̄)3N der einem einzigen Zustand zukommenden Phasen-raumzelle dividiert werden. Weiterhin erfordert die vorausgesetzte Ununtersheidbarkeit der Teilhendie Division des derart normierten, nunmehr dimensionslosen Phasenraumvolumens durh die Zahl derPermutationen dieser N Teilhen, also durh N ! Damit wird shlieÿlih

Ω(E, V,N) ≡ 1

(2πh̄)3NN !
Ω̃(E, V,N)

=
1

(2πh̄)3NN !

∫

H(q,p)≤E

d3Nq d3Np (I.18)interpretiert als die �Anzahl der akzessiblen Mikrozustände� für ein isoliertes System aus N ununter-sheidbaren Teilhen, das die Gesamtenergie E besitzt und das Volumen V einnimmt.I.2 Die EntropieEntsheidend dafür, mit welher Wahrsheinlihkeit ein bestimmter Makrozustand auftritt, ist dieAnzahl Ω seiner mikroskopishen Realisierungen. Das ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Pos-tulat gleiher a priori-Wahrsheinlihkeiten aller Mikrozustände: Wenn alle Mikrozustände mit gleiherWahrsheinlihkeit realisiert werden, wird sih mit gröÿter Wahrsheinlihkeit derjenige Makrozustandeinstellen, der die meisten Mikrozustände auf sih vereinigt. Diese o�ensihtlihe Tatsahe ist selbst-verständlih niht an Hamiltonshe Dynamik in hohdimensionalen Phasenräumen gebunden, wie dasfolgende Beispiel belegt:
• N shwarze und N weiÿe Kugeln, die jeweils mit Hilfe einer kleinen Markierung von 1 bis Ndurhnumeriert worden sind, werden zufällig auf zwei nebeneinanderstehende Glasurnen verteilt,so daÿ sih shlieÿlih in jeder Urne genau N Kugeln be�nden. Nah Beendigung des Verteilungs-vorgangs wird ein �Makrozustand� dieses Systems z.B. durh die Angabe der Zahl der shwarzenKugeln in der linken Urne harakterisiert; diese Angabe legt auh die Zahl der shwarzen Kugelnin der anderen Urne sowie die Zahl der weiÿen Kugeln in beiden Urnen fest. Das entspriht demKenntnisstand eines weit entfernten Beobahters, der zwar sieht, wieviele shwarze bzw. weiÿeKugeln in den einzelnen Urnen liegen, der jedoh die Nummern auf den einzelnen Kugeln nihterkennen kann. Ein �Mikrozustand� ist dagegen erst dann vollständig spezi�ziert, wenn bekanntist, welhe shwarzen und welhe weiÿen Kugeln die linke Urne enthält. Enthält die linke Ur-ne k shwarze Kugeln, so gibt es (Nk ) Möglihkeitern, um diese k Kugeln aus den insgesamt
N shwarzen Kugeln auszuwählen, und weiterhin ( N

N−k

) Möglihkeiten, um die N − k weiÿenKugeln, die ebenfalls in der linken Urne zu �nden sind, aus den N weiÿen Kugeln zu �ziehen�;



I.2. DIE ENTROPIE 9die Anzahl der Realisierungsmöglihkeiten für einen Makrozustand mit k shwarzen Kugeln inder linken Urne ist daher o�enbar
Ω(k) =

(
N

k

)(
N

N − k

)
=

[
N !

k! (N − k)!

]2
. (I.19)Da alle Mikrozustände aufgrund der Zufälligkeit des Verteilungsprozesses mit der gleihen Wahr-sheinlihkeit auftreten und weiterhin der Binomialkoe�zient (Nk ) =

(
N

N−k

) für k = N/2 maximalwird, wird man mit hoher Wahrsheinlihkeit in beiden Urnen nahezu die gleihe Anzahl shwar-zer Kugeln antre�en.Dieses Beispiel besitzt eine interessante informationstheoretishe Deutung. Je mehr Mikrozustände zueinem vorgegebenen Makrozustand gehören, desto unsiherer also der tatsählih realisierte Mikrozu-stand ist, umso gröÿer ist der Informationsgewinn, der auftritt, wenn der Mikrozustand tatsählihgemessen, d.h. durh einen Beobahter genau festgelegt wird. Wenn tatsählih einmal alle N shwar-zen Kugeln in die linke Urne fallen, gewinnt der Beobahter keine Information, wenn er sih denMikrozustand genau ansieht: Er weiÿ ja shon vorher, daÿ die shwarzen Kugeln in der linken Urnedie Nummern 1 bis N tragen. In den viel wahrsheinliheren Fällen, in denen shwarze und weiÿeKugeln annähernd gleih auf beide Urnen verteilt sind, ist die Information, die beim Ablesen der aufden einzelnen Kugeln angebrahten Nummern gewonnen werden kann, dagegen erheblih. Also noheinmal: Je wahrsheinliher der Makrozustand, desto unsihererer der zugehörige, tatsählih realisierteMikrozustand, und desto gröÿer der Informationsgewinn, wenn dieser Mikrozustand tatsählih genaufestgelegt wird.Diese �Unsiherheit� des Mikrozustandes und damit auh der bei seiner Messung möglihe Informati-onsgewinn wird in sehr allgemeiner Weise durh die Entropie quanti�ziert. Um diesem Konzept gerehtzu werden, wird der Entropiebegri� nun zunähst informationstheoretish eingeführt und erst danahauf die Statistishe Physik angewandt.Ausgangspunkt dazu ist eine Menge von �Elementarereignissen�, also möglihen Ergebnissen eines Zu-fallsexperimentes, und eine diskrete Wahrsheinlihkeitsverteilung {Pi | i = 1, 2, 3, . . .}, die dem i-tenElementarereignis eine Wahrsheinlihkeit Pi zuordnet. Je kleiner Pi, d.h. je kleiner die Wahrshein-lihkeit für das Eintreten des i-ten Elementarereignisses, umso gröÿer ist der Informationsgewinn desExperimentators, wenn er bei einer Versuhsdurhführung oder Messung eben dieses Ereignis tatsäh-lih beobahtet. (Im Falle eines Münzwurfes kann der Beobahter davon ausgehen, daÿ in 50% allerFälle ein �Kopf� auftritt; das Würfeln mit einem ungefälshten Würfel wird dagegen nur in einemSehstel aller Fälle eine �Sehs� ergeben. Wenn also bei einem Münzwurf ein �Kopf� fällt, so ist derInformationsgewinn deutlih kleiner als der, der dem Werfen einer �Sehs� entspriht � man erhält imersten Fall ja nur die Information darüber, welhe von zwei Möglihkeiten eingetreten ist, während imzweiten Fall eine von sehs Möglihkeiten realisiert wird.)Ein vernünftiges Maÿ für den Informationsgewinn, den das Auftreten des i-ten Elementarereignissesmit sih bringt, ist nun die Zahl − lnPi:



10 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK1. Ist Pi0 = 1, d.h. tritt das Ereignis i0 mit Siherheit ein, so ist − lnPi0 = 0. Das Eintreten eines�siheren Ereignisses� bedeutet keinerlei Informationsgewinn.2. Je kleiner Pi, desto gröÿer − lnPi. Das Eintreten eines sehr unwahrsheinlihen Ereignisses be-deutet einen sehr hohen Informationsgewinn.3. Falls das Ereignis i aus den unabhängigen Teilereignissen 1 und 2 zusammengesetzt ist, die jeweilsdie Wahrsheinlihkeit P (1)
i bzw. P (2)

i besitzen, so gilt Pi = P
(1)
i P

(2)
i , und damit auh − lnPi =

− lnP
(1)
i −lnP

(2)
i . Der Informationsgewinn beim Eintreten zweier unabhängiger Ereignisse ergibtsih also additiv aus den Informationsgewinnen für die Einzelereignisse.Die dritte Eigenshaft, die man als eine natürlihe Forderung an ein brauhbares Informationsmaÿstellen mag, ist eine Konsequenz der Funktionalgleihung des Logarithmus; hier liegt der Grund, warumgerade die Logarithmusfunktion zur Quanti�zierung des Informationsgewinns herangezogen wurde.Wenn man nun dieses Maÿ für den Informationsgewinn beim Auftreten eines einzelnen Elementar-ereignisses akzeptiert, so ist die der gesamten Verteilung {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} zuzuordnende Gröÿe

S̃ = −
∑

i

Pi lnPi (I.20)folglih der Erwartungswert für den Informationsgewinn bei der �Abfrage�, welhes Elementarereignisrealisiert wird; diese Gröÿe wird als (informationstheoretishe) Entropie bezeihnet. Sie bewertet gemäÿden vorherigen Überlegungen auh die Unsiherheit über den Ausgang eines Experimentes, bei demdie möglihen Ergebnisse mit den Wahrsheinlihkeiten Pi auftreten: Je gröÿer die Unsiherheit überden Ausgang eines Experimentes vor seiner Durhführung, desto gröÿer der Informationsgewinn, dender tatsählihe Ausgang dieses Experimentes mit sih bringt.Dieses �Unsiherheitsmaÿ� S̃ für Wahrsheinlihkeitsverteilungen {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} besitzt folgendeEigenshaften:1. Da 0 ≤ Pi ≤ 1, ist S̃ ≥ 0.2. Man hat Pi lnPi = 0 genau dann, wenn Pi = 0 oder Pi = 1: Ereignisse, die mit Siherheiteintreten oder mit Siherheit niht eintreten, tragen niht zur Unsiherheit bei.3. S̃ nimmt seinen kleinsten Wert S̃ = 0 genau dann an, wenn eine �Einpunktverteilung� vorliegt,d.h. wenn Pi0 = 1 für ein i0. In diesem Fall herrsht vollkommene Siherheit über das Eintretendes Ereignisses i0.4. Wenn die betrahteten Ereignisse aus zwei unabhängigen Teilereignissen zusammengesetzt sind,die den Verteilungen {P (1)
i | i = 1, 2, 3, . . .} und {P (2)

j | j = 1, 2, 3, . . .} unterliegen, so ist
Pi,j = P

(1)
i P

(2)
j



I.2. DIE ENTROPIE 11die Wahrsheinlihkeit dafür, das Teilereignis i vom Typ 1 und das Teilereignis j vom Typ 2 zubeobahten. Die Entropie dieser gemeinsamen Verteilung lautet dann
S̃ = −

∑

i,j

Pi,j lnPi,j

= −
∑

i,j

P
(1)
i P

(2)
j

(
lnP

(1)
i + lnP

(2)
j

)

= −
∑

i

P
(1)
i lnP

(1)
i −

∑

j

P
(2)
j lnP

(2)
j

= S̃(1) + S̃(2) , (I.21)wobei die Normierung der Einzelverteilungen benutzt wurde,∑i P
(1)
i =

∑
j P

(2)
j = 1. Die Entro-pie S̃ der gemeinsamen Verteilung unabhängiger Teilereignisse setzt sih also additiv aus denEntropien S̃(1) und S̃(2) der einzelnen Verteilungen zusammen.Gemäÿ ihrer Konstruktion ist die Entropie ein Funktional auf dem Raum der Wahrsheinlihkeits-verteilungen, d.h. sie bewertet jede Wahrsheinlihkeitsverteilung mit einer Zahl; diese Zahl wirdwahlweise als �Unsiherheit� oder �Informationsgewinn� interpretiert. Es ist nun fast o�ensihtlih, wiedieses Entropiekonzept in der (semi-)klassishen Statistishen Physik eingesetzt werden kann: Jedemmöglihen Makrozustand eines thermodynamishen Systems � keineswegs nur den Gleihgewihts-zuständen! � entspriht eine Phasenraumverteilungsfunktion ̺(q, p); Kenntnis dieser Funktion istgleihbedeutend mit der Kenntnis der Wahrsheinlihkeiten Pi, mit denen die einzelnen �Zellen� desPhasenraums �besuht� werden. Das vorhin diskutierte abstrakte Experiment, dessen möglihe Ausgän-ge gemäÿ {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} verteilt sind, entspriht hier der (hypothetishen) Messung des tatsähli-hen Mikrozustandes; die Entropie (I.20) bewertet folglih den Grad der Unsiherheit über den Ausgangdieses Experimentes, bzw. den Informationsgewinn, den die Kenntnis des tatsählihen Mikrozustandesnah sih ziehen würde. Zwar ist die Entropie zur Bewertung einer Wahrsheinlihkeitsverteilung, hieralso der Phasenraumverteilungsfunktion eingeführt worden; da aber diese Verteilungsfunktion durhden betrahteten Makrozustand bestimmt wird, kann die Entropie auh direkt diesem Makrozustandzugeordnet werden. Diese Ideen sind ganz allgemein anwendbar und beziehen sih keineswegs nur aufdie Verteilungsfunktion (I.8) eines mikrokanonishen Ensembles im thermishen Gleihgewiht!Wenn man jedoh einen Gleihgewihts-Zustand betrahtet, der durh ein mikrokanonishes Ensemblebeshrieben wird, wird die Situation besonders einfah: Dann ist die Wahrsheinlihkeit Pi dafür, daÿdas System die i-te Phasenraumzelle besetzt, für alle akzessiblen Zellen gleih, Pi = 1/Ω für alle i,wobei die Zahl Ω gemäÿ der semiklassishen Vorshrift (I.18) zu bestimmen ist. Man �ndet dann sofort

S̃m.E. = −
Ω∑

i=1

1

Ω
ln

1

Ω

= ln Ω : (I.22)



12 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKFür einen Gleihgewihts-Makrozustand, dessen Statistik durh ein mikrokanonishes En-semble beshrieben wird, ist die Entropie gleih dem Logarithmus aus der Zahl Ω der ak-zessiblen Mikrozustände.Als erstes Beispiel für diesen Zusammenhang soll nun die Entropie eines klassishen idealen Gasesberehnet werden, dessen N Teilhen eine Gesamtenergie E besitzen und ein Volumen V einnehmen.Das Gas sei thermish isoliert, so daÿ die Voraussetzungen der mikrokanonishen Betrahtungsweiseerfüllt sind. Vorsiht: Wir betrahten hier weiterhin die informationstheoretish eingeführte Gröÿe S̃;von der aus der Thermodynamik bekannten Entropie ist vorläu�g noh keine Rede!
• Kombiniert man das bereits in Gl. (I.17) berehnete Phasenraumvolumen mit der Normierungs-vorshrift (I.18), erhält man für die Anzahl der akzessiblen Mikrozustände des Gases sofort

Ω(E, V,N) =
V N

N !h3N

π3N/2

Γ
(

3N
2 + 1

) (2mE)3N/2 , (I.23)also
ln Ω = N lnV +

3N

2
ln

(
2πmE

h2

)
− ln Γ(N + 1) − ln Γ

(
3N

2
+ 1

)
. (I.24)Für die Auswertung des Logarithmus der Γ-Funktion bei groÿen Argumenten verwendet man dieStirlingshe Formel in der Form (Übungsaufgabe! )

ln Γ(x) = x(ln x− 1) + O(ln x) , (I.25)oder auh
ln Γ(x+ 1) = ln Γ(x) + lnx

= x(ln x− 1) + O(ln x) . (I.26)Damit �ndet man
ln Ω = N

[
lnV +

3

2
ln

(
2πmE

h2

)]
− 3N

2
ln

3N

2
+

3N

2
−N lnN +N + O(lnN)

= N

[
lnV +

3

2
ln

(
4πmE

3h2N

)
+

3

2

]
−N lnN +N + O(lnN) . (I.27)Dabei resultiert das “ − N lnN + N � aus dem Faktor 1/N ! , also aus der Forderung nah derUnuntersheidbarkeit von Kon�gurationen, die nur durh eine Vertaushung identisher Teil-hen auseinander hervorgehen. Ohne diesen Term wäre ln Ω (wegen des Auftretens von ln V inder ekigen Klammer) niht extensiv; bei Berüksihtigung des Ununtersheidbarkeitspostulatesergibt sih dagegen

ln Ω = N

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
4πmE

3h2N

)
+

5

2

]
+ O(lnN) . (I.28)



I.2. DIE ENTROPIE 13Da nun die Quotienten V/N und E/N intensiv sind, ist dieser Ausdruk proportional zu N unddaher extensiv. (FürN = 6·1023 ist lnN ≈ 55; der Korrekturterm ist also völlig vernahlässigbar!)Selbst in einer klassishen Theorie führt somit erst die Forderung nah der Ununtersheidbarkeit glei-her Teilhen auf eine extensive Entropie. Aber Ahtung: Dieses Beispiel zeigt natürlih noh niht ,daÿ die Teilhen eines klassishen idealen Gases prinzipiell ununtersheidbar sind, sondern lediglih,daÿ die rein informationstheoretish motivierte und bisher niht an die Erfahrungswelt angekoppelteGröÿe S̃ hier nur extensiv wird, wenn der Faktor 1/N ! bei der Zustandszählung berüksihtigt wird.Andererseits: Warum sollte sie?Die mikrokanonishe Gleihverteilung, die der Phasenraumverteilungsfunktion (I.8) entspriht, besitzteine wihtige Extremaleigenshaft:Von allen diskreten Wahrsheinlihkeitsverteilungen auf einem endlihen Ereignisraum istdie Gleihverteilung diejenige Verteilung mit der gröÿten Entropie.Denn: Sei Ω die Mähtigkeit des Ereignisraumes (d.h. die Anzahl der Elementarereignis-se) und S̃m.E. = ln Ω die Entropie der Gleihverteilung. Sei weiter S̃ die Entropie einerbeliebigen anderen Verteilung {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} . Dann �ndet man bei Ausnutzung derNormierung dieser Verteilung
S̃m.E. − S̃ = ln Ω −

(
−

Ω∑

i=1

Pi lnPi

)

=

Ω∑

i=1

Pi ln Ω +

Ω∑

i=1

Pi lnPi

=
1

Ω

Ω∑

i=1

(PiΩ) ln(PiΩ) . (I.29)Auÿerdem ist
1

Ω

Ω∑

i=1

(1 − PiΩ) = 0 . (I.30)Addition dieser beiden Gleihungen (I.29) und (I.30) ergibt sofort
S̃m.E. − S̃ =

1

Ω

Ω∑

i=1

(
PiΩ ln(PiΩ) + 1 − PiΩ

)
. (I.31)Nun ist die Funktion g(x) = x ln x+1−x für x ≥ 0 niht negativ und hat ihr Minimum bei

x = 1; es gilt g(1) = 0. Daher ist S̃m.E. ≥ S̃. Gleihheit gilt genau dann, wenn Pi = 1/Ωfür alle i, d.h. für die Gleihverteilung
Pi =

1

Ω
; i = 1, . . . ,Ω .

2



14 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKDaher ist die Gleihverteilung diejenige Verteilung, die maximale Unsiherheit über das eintretendeElementarereignis bedingt. Bei Anwendung auf ein isoliertes thermodynamishes System entsprehendie Elementarereignisse den einzelnen Mikrozuständen; die mikrokanonishe Gleihverteilung (I.8) im-pliziert makroskopishes Gleihgewiht. Man erhält somit nun die folgende wihtige Aussage:Die Entropie eines isolierten Systems wird genau dann maximal, wenn die Mikrozuständegleihverteilt sind, wenn sih also das System im Gleihgewiht be�ndet.Um shlieÿlih auh das im Alltag beobahtete Streben eines sih selbst überlassenen, isolierten Sys-tems in den Gleihgewihtszustand mit Hilfe des Entropiebegri�s diskutieren zu können, sind weitereÜberlegungen erforderlih. Hierbei spielen zwei Dinge eine wesentlihe Rolle: Einserseits die Tatsahe,daÿ ein solhes System über eine �innere stohastishe Dynamik� verfügt, andererseits seine makro-skopishe Natur. Für die Verdeutlihung dieser Zusammenhänge leistet erneut das zu Beginn diesesAbshnitts eingeführte Urnenmodell wertvolle Dienste:
• Man stelle sih vor, daÿ anfangs alle shwarzen Kugeln in der linken und alle weiÿen Kugeln inder rehten Urne liegen. Dann wird aus jeder Urne eine Kugel �blind� (d.h. zufällig) gezogen undin die andere Urne gelegt, so daÿ die Zahl der Kugeln in jeder Urne erhalten bleibt. Wird dieserShritt fortlaufend wiederholt, erhält das System eine �stohastishe Dynamik�, die shlieÿlihzu einer vollständigen Durhmishung der Kugeln führen wird: Das System verläÿt den sehrunwahrsheinlihen Anfangszustand und nähert sih dem �Gleihgewihtszustand� an, für dendie Anzahl Ω(N/2) der Realisierungsmöglihkeiten maximal wird.Aus informationstheoretisher Siht war der Anfangszustand extrem entropiearm: Ω(N) = 1,also S̃ = 0. Der Makrozustand mit N shwarzen Kugeln in der linken Urne besitzt nur eineeinzige Realisierung; ein Beobahter, der diesen Makrozustand registriert, kann daher durhBetrahtung des Mikrozustandes keine weitere Information mehr gewinnen, besitzt also bereitsdie gröÿtmöglihe Information über das System. Diese Siherheit wird durh die stohastisheDynamik �vernihtet�, es wird �Entropie erzeugt�: Für den Gleihgewihtzustand, d.h. für k =

N/2, lautet die Zahl der Realisierungsmöglihkeiten nah Gl. (I.19)
Ω(N/2) =

[
N !

(N/2)!2

]2
; (I.32)unter Verwendung der Stirlingshen Formel ergibt sih daraus

ln Ω(N/2) ≈ 2

[
N lnN −N − 2

(
N

2
ln
N

2
− N

2

)]

= 2N ln 2 . (I.33)In diesem Fall gewinnt der Beobahter ein erheblihes Maÿ an Information, wenn es ihm gelingt,den Mikrozustand genau zu spezi�zieren, d.h. alle Nummern der shwarzen und weiÿen Kugeln



I.2. DIE ENTROPIE 15in der linken Urne herauszu�nden. (Dieser Näherungsausdruk für den Informationsgewinn, d.h.für die Entropie S̃ = ln Ω(N/2), ist sehr bemerkenswert, da ln 2 dem Informationsgewinn für dieAlternative �links oder rehts� entspriht. Für groÿe N , für die die Stirling-Näherung benutztwerden darf, ist daher der Informationsgewinn in der hier betrahteten Situation, in der sih injeder Urne genauN Kugeln be�nden, ebenso groÿ wie in dem Fall, daÿ jede der 2N Kugeln zufälligund unabhängig von den anderen in eine der Urnen gelegt wurde und dabei die �Nebenbedingung�,daÿ jede Urne genau N Kugeln beinhalten soll, unbeahtet blieb.)Man kann nun für jede der beiden Urnen eine �intensive Zustandsgröÿe� einführen, nämlih denjeweiligen Anteil der shwarzen Kugeln an der Gesamtzahl der Kugeln in der betrahteten Urne;mit den vorherigen Bezeihnungen sind das die Quotienten c1 = k/N und c2 = (N − k)/N .Solange diese �Konzentrationen� der shwarzen Kugeln in beiden Urnen voneinander merklihvershieden sind, d.h. wenn k merklih von N/2 abweiht, herrsht noh kein Gleihgewiht, daja die Dynamik die Zahl Ω(k) der mit dem aktuellen Makrozustand verträglihen Mikrozuständenah Maÿgabe des Ausdruks (I.19) noh erheblih vergröÿern kann. Hier wird eine wihtige Un-tersheidung getro�en: Es gibt insgesamt Ωges =
∑N

k=1 Ω(k) Mikrozustände, von denen jeder mitgleiherWahrsheinlihkeit durh die stohastishe Dynamik realisiert werden kann und in diesemSinne dem System zugänglih, also akzessibel ist; wenn aber der aktuelle Makrozustand durh�k shwarze Kugeln in der linken Urne� beshrieben wird, sind nur Ω(k) dieser Mikrozuständemit dem Makrozustand verträglih.Selbst dann, wenn der Gleihgewihtszustand praktish erreiht ist, treten weiterhin nohFluktuationen der Zahl der shwarzen Kugeln in den einzelnen Urnen auf, weil ja die Zahl dermit dem Gleihgewihtszustand verträglihen Mikrozustände eben niht identish mit der Zahlaller akzessiblen Zustände ist. Mehr noh: Wird die Zahl N der Kugeln jeder Sorte beliebig groÿ,wird die Wahrsheinlihkeit P (N/2) = Ω(N/2)/Ωges dafür, das System genau in dem Zustandmit k = N/2 anzutre�en, beliebig klein! Betrahtet man allerdings ein Intervall der Breite εum die Gleihgewihtskonzentration c1 = 1/2 herum, so liegt selbst für beliebig kleine ε dieWahrsheinlihkeit dafür, das System in diesem Intervall anzutre�en, beliebig nahe bei 1, wenn
N hinreihend groÿ wird. (Übungsaufgabe! ) Diese Beobahtung ist von zentraler Bedeutung:Diejenigen Mikrozustände, die zwar akzessibel, aber � bis auf �kleine� Fluktuationen � nihtmit dem Gleihgewihtszustand verträglih sind, tragen in groÿen Systemen insgesamt nur einevershwindend kleine Wahrsheinlihkeit. Von daher wird nah Erreihen des Gleihgewihts-zustandes das Auftreten �groÿer� Fluktuationen, wie etwa das Zurükwandern aller shwarzerKugeln in die linke Urne, beliebig unwahrsheinlih, wenn N groÿ genug gewählt wird.Diese Überlegungen lassen sih nun sofort auf klassishe thermodynamishe Systeme übertragen. EinMakrozustand eines Systems, das sih niht im Gleihgewiht be�ndet, entspriht einem Ensemble vondamit verträglihen Mikrozuständen, die insgesamt nur eine vershwindend kleine Wahrsheinlihkeittragen. Ein Beispiel bildet etwa ein isolierter, mit Gas gefüllter Zylinder, in dessen einer Hälfte dieGasteilhen im Mittel eine deutlih höhere Geshwindigkeit besitzen als in der anderen. Die inne-



16 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKre Dynamik des Systems wird dann den Makrozustand und damit auh die Anzahl der mit diesemMakrozustand verträglihen Mikrozustände (niht aber die Anzahl der prinzipiell akzessiblen Zustän-de!) ändern; sofern diese Dynamik praktish zufällig verläuft � was für ein sehr hohdimensionalesHamiltonshes System keine unrealistishe Annahme, aber keineswegs trivial ist; hier kommt die Ergo-denhypothese ins Spiel! � wird die Zeitentwiklung mit hoher Wahrsheinlihkeit derart verlaufen, daÿden naheinander auftretenden Makrozuständen eine stets wahsende Zahl von damit verträglihen Mi-krozuständen zuzuorden ist. Da thermodynamishe Systeme eine sehr groÿe Zahl von Freiheitsgradenbesitzen, wird die Verteilung der Zahl der verträglihen Mikrozustände sehr sharf zentriert sein, so daÿein einziger Makrozustand � der Gleihgewihtszustand � das gesamte statistishe Gewiht trägt. Indiesen Zustand entwikelt sih das System hinein, aber es kann dann anshlieÿend niht mehr heraus ;das Streben in den Gleihgewihtszustand ist also irreversibel: Nahdem sih die vershieden shnellenGasteilhen gleihmäÿig auf beide Zylinderhälften verteilt haben, wird es extrem unwahrsheinlih,daÿ spontan eine erneute Entmishung auftritt.Das Streben eines sih selbst überlassenen Systems in das Gleihgewiht kann daher im wahrsheinlih-keitstheoretishen Sinn als Maximierung der Anzahl der mit dem Makrozustand verträglihen Mikrozu-stände gedeutet werden. Da (bei Berüksihtigung kleiner Fluktuationen) die Anzahl ΩGg der mit demGleihgewihtszustand verträglihen Mikrozustände praktish mit der Anzahl Ω aller Mikrozuständeübereinstimmt, gilt in sehr guter Näherung ln ΩGg = ln Ω: Im Gleihgewiht wird die Entropie einesSystems maximal.Daher ist die Entropie, bzw. die Änderung der Entropie, von entsheidender Bedeutung für die Rihtungvon (irreversiblen) Zustandsänderungen: Ein isoliertes System, das sih noh niht im Gleihgewihtbe�ndet, verändert sih stets derart, daÿ sih seine Entropie vergröÿert, bis das Erreihen des Entro-piemaximums den neuen Gleihgewihtszustand anzeigt; die umgekehrte Rihtung ist dagegen nihterlaubt. Damit kommt der hier informationstheoretish motivierten Entropie S̃ tatsählih genau dieEigenshaft zu, die entsprehend dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik auh die phänomeno-logish (ohne Bezug zu �Mikrozuständen�) eingeführte thermodynamishe Entropie S auszeihnet.Während der Energiesatz für das Naturgeshehen lediglih die Rolle eines Buhhalters spielt, der dafürsorgt, daÿ die (Energie-)Bilanz stimmt und der bedenkenlos alles erlauben würde, was mit dieser Bi-lanz zu vereinbaren ist � also z.B. auh die spontane Entmishung vershieden shneller Gasteilhen�, übernimmt dagegen der statistish begründete Entropiesatz die des Direktors, also des �Rihtungs-gebers�. Genau das drükt die etymologishe Bedeutung des Wortes �En-Tropie� aus: Das griehisheVerb �τρέπειν� bedeutet �wenden�, also �eine Rihtung geben�; der gleihe Wortstamm �ndet sih auhin �Tropen� (das Gebiet zwishen den Wendekreisen) oder �Trophäe� (ursprünglih ein Siegeszeihen,ein �Wendemal�, das dort errihtet wurde, wo sih das Shlahtenglük wendete). Übersetzt man also�En-Ergie� pedantish mit �die einem System innewohnende Werks- bzw. Arbeitsfähigkeit�, dann ist�En-Tropie�, wenn auh etwas gekünstelt, �die einem System innewohnende Rihtungsgebefähigkeit�.



I.3. TEMPERATUR, DRUCK UND CHEMISCHES POTENTIAL 17I.3 Temperatur, Druk und hemishes PotentialEs wird nun ein isoliertes System betrahtet, das aus zwei Untersystemen bestehen soll. Diese seienanfangs auh voneinander isoliert und je für sih im Gleihgewiht, wobei sie durh die Zustands-variablen (E1, V1, N1) bzw. (E2, V2, N2) beshrieben werden; die Anzahl der jeweiligen Mikrozuständesei Ω1(E1, V1, N1) bzw. Ω2(E2, V2, N2).(i) Dann werden die beiden Subsysteme in thermishen Kontakt gebraht: Energieaustaush zwishenbeiden Teilen wird möglih; die anderen Variablen können sih auh weiterhin niht ändern.Unmittelbar nah dem �Einshalten� des thermishen Kontaktes be�ndet sih das Gesamtsystem nihtim Gleihgewiht: Zunähst wird Energie zwishen beiden Untersystemen ausgetausht. Shlieÿlihwird ein neuer Gleihgewihtszustand erreiht; in diesem Zustand haben beide Einzelsysteme die Ener-gien E′
1 und E′

2. Da das Gesamtsystem isoliert ist, bleibt die Gesamtenergie erhalten:
E = E1 + E2 = E′

1 + E′
2 . (I.34)Für 0 ≤ E′

1 ≤ E gibt dann das Produkt
Ωges(E

′
1) = Ω1(E

′
1, V1, N1) · Ω2(E − E′

1, V2, N2) (I.35)die Anzahl der Mikrozustände des zusammengesetzten Systems an, sofern das Subsystem 1 die Ener-gie E′
1 besitzt. Zwar kann E′

1 �im Prinzip� jeden Wert zwishen 0 und E annehmen � die Gesamtzahlder möglihen Zustände nah Einshalten des thermishen Kontaktes ergibt sih also durh �Summa-tion� über E′
1 � ; es ist jedoh zu erwarten, daÿ es für einen bestimmten, sharf de�nierten Wertvon E′

1 deutlih mehr Mikrozustände gibt als für alle anderen, so daÿ dieser Wert mit erdrükenderWahrsheinlihkeit angenommen wird.In dieser �Maximumsnäherung� lautet die Entropie des Gesamtsystems einfah
ln Ωges = S̃ges = S̃1(E

′
1, V1, N1) + S̃2(E

′
2, V2, N2) . (I.36)Da sie nah Erreihen des Gleihgewihtes maximal wird, vershwindet dann ihr Di�erential:

dS̃ges =
∂S̃1

∂E′
1

dE′
1 +

∂S̃2

∂E′
2

dE′
2

=

(
∂S̃1

∂E′
1

− ∂S̃2

∂E′
2

)
dE′

1

= 0 , (I.37)da ja dE′
2 = −dE′

1: Was eines der Teilsysteme an Energie abgibt, wird von dem anderen aufgenommen.Im Gleihgewiht muÿ daher die partielle Ableitung der Entropie nah der Energie, also
∂S̃(E, V,N)

∂E
=

(
∂S̃

∂E

)

V,N

≡ 1

T̃ (E, V,N)
(I.38)



18 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKund damit auh ihr Kehrwert T̃ (E, V,N) für beide Teilsysteme den gleihen Wert annehmen. Diese soeingeführte Gröÿe T̃ (E, V,N) besitzt folgende Eigenshaften:1. Da für mehanishe Systeme die Anzahl Ω der akzessiblen Mikrozustände, also auh ihr Loga-rithmus S̃, stets mit der Energie E wähst, ist T̃ ≥ 0. (Für endlih groÿe Spinsysteme gilt daso�enbar niht!)2. Da S̃ und Ẽ extensive Gröÿen sind, ist T̃ intensiv. (An dieser Stelle erhält der �Un-untersheidbarkeits�-Faktor 1/N ! , der die Extensivität der Entropie (I.28) des idealen Gasesgesihert hat, erstmals entsheidende Bedeutung!)3. Solange der Gleihgewihtszustand des Gesamtsystems noh niht erreiht ist, wähst die Gesamt-entropie S̃ges infolge des Energieaustaushes. Sofern dieser Energieaustaush so langsam erfolgt,daÿ sih beide Subsysteme während dieses Prozesses nahezu in individuellen Gleihgewihtszu-ständen be�nden (d.h. bei �quasistatisher Prozeÿführung�), kann man auh jedes einzelne vonihnen durh eine Zustandsgröÿe
T̃i =

[
∂S̃i(Ei, Vi, Ni)

∂Ei

]−1harakterisieren. Dann hat man während des Energieaustaushes die Ungleihung
dS̃ges =

(
1

T̃1

− 1

T̃2

)
dE′

1 > 0 . (I.39)Folglih ist dE′
1 > 0, falls T̃1 < T̃2, und dE′

1 < 0, falls T̃1 > T̃2. Die Energie ��ieÿt� somit immervon dem System mit dem gröÿeren Parameter T̃ zu dem mit dem kleineren T̃ .Damit hat die in Gl. (I.38) eingeführte Gröÿe T̃ , die die Dimension einer Energie trägt, alle Eigenshaf-ten einer Temperatur. Man erwartet daher zwishen der hier auf mikroskopish-statistisher Grundlageeingeführten, �natürlihen� Temperatur T̃ und der aus der Erfahrung bekannten �phänomenologishen�Temperatur T , deren Existenz durh den nullten Hauptsatz der Thermodynamik festgeshrieben wird,einen Zusammenhang der Form T̃ = f(T ) mit einer monoton wahsenden Funktion f . Tatsählihzeigen alle experimentellen Untersuhungen, daÿ beide Gröÿen sogar streng proportional sind: Es gilt
T̃ = kBT (I.40)mit der Boltzmann-Konstanten kB = 1.380662·10−23 J/K. Im Rahmen der statistishen Theorie mahtalso die Temperatur T eine Aussage darüber, wie sehr sih die Zahl der akzessiblen Mikrozustände mitzunehmender Energie verändert: Je stärker, desto kälter!Es ist nun Konvention (aber keinesfalls �physikalish zwingend�), auh die Entropie entsprehend �um-zuskalieren�: Anstelle der dimensionslosen Gröÿe S̃ betrahtet man
S ≡ kBS̃ = kB ln Ω ; (I.41)



I.3. TEMPERATUR, DRUCK UND CHEMISCHES POTENTIAL 19diese Entropie ist nun identish mit der thermodynamishen Entropie, auf die sih der zweite Haupt-satz bezieht. Dann erhält der Zusammenhang zwishen der üblihen Temperatur T , der üblihen(dimensionsbehafteten) Entropie S und der Energie E die bequeme Form
1

T
=

(
∂S

∂E

)

V,N

. (I.42)Fassen wir zusammen:Die �natürlihe Entropie� S̃ ist (als direktes Maÿ für die Anzahl der akzessiblen Mikrozu-stände) dimensionslos; die �natürlihe Temperatur� T̃ = (∂S̃/∂E)−1 trägt die Dimensionder Energie. Die natürlihe und die phänomenologishe Temperaturskala sind zueinanderproportional; der Proportionalitätsfaktor, der beide Skalen verbindet, ist die Boltzmann-Konstante kB. Entsprehend ist die phänomenologishe Entropie proportional zur natür-lihen, S = kBS̃, und trägt daher die Einheit J/K.Rükwirkend ergibt sih doh ein arges konzeptionelles Problem, das nun � im Untershied zu demshwahen Versuh im Anshluÿ an Gl. (I.28) � niht mehr wegdiskutiert werden kann: Da diephänomenologishe Entropie S aller experimentellen Erfahrung nah extensiv ist, die damit bis aufeinen unerheblihen Skalierungsfaktor übereinstimmende natürlihe Entropie S̃ aber erst durh denin Gl. (I.18) eingehenden Ununtersheidbarkeitsfaktor 1/N ! extensiv wurde, muÿ selbst im Rahmender klassishen Theorie die (nur quantenmehanish zu begründende) Ununtersheidbarkeit der Teil-hen gefordert werden, um die Erfahrung rihtig wiederzugeben. (Diese Feststellung wird häu�g alsGibbs'shes Paradoxon bezeihnet.)Zurük zu den eingangs betrahteten Teilsystemen im thermishen Kontakt: Da diese beiden Teilsys-teme nur Energie austaushen können, gilt neben dE1 = −dE2 auh dEi = TidSi, und daher weiterhin
dS2 =

dE2

T2
= −dE1

T2
= −T1

T2
dS1 . (I.43)Solange das Gleihgewiht noh niht erreiht ist, gilt (erneut bei quasistatisher Prozeÿführung, diedafür sorgt, daÿ die individuellen Temperaturen Ti wohlde�nierte Zustandsgröÿen sind)

dSges = dS1 + dS2

= dS1

(
1 − T1

T2

)

= dS2

(
1 − T2

T1

)
> 0 . (I.44)Für T1 > T2 folgt daher dS1 < 0 und dS2 > 0: Die Entropie des anfangs heiÿeren Subsystems (das jaEnergie abgibt und sih abkühlt) nimmt ab, die des kälteren Subsystems dagegen zu: Insgesamt wirdEntropie transportiert und produziert; insbesondere kann die Entropie eines niht abgeshlossenenTeilsystems durhaus auh abnehmen.



20 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKEin sehr einfahes Beispiel für den Zusammenhang der �Änderung der Entropie mit der Energie� undder Temperatur liefert erneut das ideale Gas:
• Gemäÿ der Gl. (I.28) und der Konvention (I.41) lautet die mikrokanonishe Entropie des idealenGases

S(E, V,N) = NkB

[
ln
V

N
+

3

2
ln
E

N
+ const.

]
. (I.45)Daraus erhält man mit der de�nierenden Gleihung (I.42) sofort die inverse Temperatur in derForm

1

T
=

(
∂S

∂E

)

V,N

=
3

2

NkB

E
, (I.46)und daraus dann die Temperaturabhängigkeit der Energie,

E =
3

2
NkBT . (I.47)Da die N Gasteilhen insgesamt f = 3N Freiheitsgrade besitzen, trägt jeder Freiheitsgrad hier dieEnergie E/f = kBT/2; diese Aussage ist ein Spezialfall des sogenannten Äquipartitionstheorems.Die bekannte Beziehung (I.47) ist nihts weiter als eine unmittelbare Konsequenz der einfahenTatsahe, daÿ das Volumen (I.17) der �Energiekugel� mit √E 3N skaliert.Nahdem nun die Temperatur als eine das Gleihgewiht harakterisierende Gröÿe eingeführt wordenist, interessiert die weiterhin die Frage, wie groÿ die auh im Gleihgewiht noh auftretenden �typi-shen� Energieshwankungen sind. Für zwei ideale Gase mit N1 = N2 = N/2 im thermishen Kontakt�ndet man für die Gröÿenordnung δE der Fluktuationen der individuellen Energien den Ausdruk(Übungsaufgabe! )

δE

E
∼ 1√

N
: (I.48)Die relativen Fluktuationen im Gleihgewiht vershwinden also mit der Wurzel aus der Teilhenzahl.(ii) Nun wird die eingangs betrahtete Situation modi�ziert: Neben dem Energieaustaush wird auh�Volumenaustaush� zugelassen. Die beiden Gase be�nden sih also nun in einem Behälter mit ver-shiebbarer und thermish durhlässiger Trennwand; das Gesamtvolumen V = V1 +V2 bleibt konstant.Die Volumina V1 und V2 werden sih dann erneut so einstellen, daÿ die Entropie maximal wird; es wirdalso der Makrozustand eingenommen, der mit der gröÿtmöglihen Zahl von Mikrozuständen kompatibelist. Erneut gilt

Sges = S1(E1, V1, N1) + S2(E2, V2, N2) , (I.49)



I.3. TEMPERATUR, DRUCK UND CHEMISCHES POTENTIAL 21wobei zur Vereinfahung der Notation nur �ungestrihene� Gröÿen verwendet werden, also
dSges =

∂S1

∂E1
dE1 +

∂S2

∂E2
dE2 +

∂S1

∂V1
dV1 +

∂S2

∂V2
dV2 . (I.50)Nun ist dE2 = −dE1 und dV2 = −dV1. Setzt man der Einfahheit halber T1 = T2 voraus, folgt

dSges =

(
∂S1

∂V1
− ∂S2

∂V2

)
dV1 ; (I.51)im Gleihgewiht (dSges = 0) hat man also

(
∂S1

∂V1

)

E1,N1

=

(
∂S2

∂V2

)

E2,N2

. (I.52)Die intensive Gröÿe ∂S/∂V , die den Gleihgewihtszustand nun in analoger Weise harakterisiert wiedie Temperatur T = (∂S/∂E)−1, ist dem Druk proportional:
∂S(E, V,N)

∂V
=
p(E, V,N)

T (E, V,N)
. (I.53)Im Gleihgewiht ist daher der Druk in beiden Teilsystemen gleih. Bevor das Gleihgewiht erreihtwird, sei p1 > p2 und T1 = T2 = T , wobei wie üblih quasistatishe Prozeÿführung vorausgesetzt wird.Dann ist

dSges =
p1 − p2

T
dV1 > 0 , (I.54)d.h. das Volumen des Teilsystems mit dem anfangs gröÿeren Druk vergröÿert sih bei der Annäherungan den Gleihgewihtszustand.Der Druk p ist eine weitere Zustandsvariable, hängt jedoh (wie auh die Temperatur T ) von E, V,Nab. Die genaue Form dieser Abhängigkeit wird durh die Entropiefunktion bestimmt. Auh diese Aus-sage kann mit Hilfe des idealen Gases verdeutliht werden:

• Aus der Entropiefunktion (I.45) des klassishen idealen Gases erhält man sofort
p

T
=

(
∂S

∂V

)

E,N

=
NkB

V
(I.55)oder

pV = NkBT . (I.56)Das ist die bekannte Zustandsgleihung für das klassishe ideale Gas; die in Gl. (I.53) getro�eneDe�nition des Drukes ist also konsistent mit dem phänomenologishen Drukbegri�.



22 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK(iii) Shlieÿlih wird die Versuhsanordnung noh einmal modi�ziert: Anstelle des Volumenaustausheswird nun Teilhenaustaush zwishen beiden Subsystemen zugelassen, etwa mit Hilfe einer thermishleitenden Membran. Dann hat man
dSges =

∂S1

∂E1
dE1 +

∂S2

∂E2
dE2 +

∂S1

∂N1
dN1 +

∂S2

∂N2
dN2 (I.57)mit dE2 = −dE1 und dN2 = −dN1; im Gleihgewiht wird daraus

dSges =

(
∂S1

∂E1
− ∂S2

∂E2

)
dE1 +

(
∂S1

∂N1
− ∂S2

∂N2

)
dN1 = 0 . (I.58)Im Gleihgewiht gilt daher neben T1 = T2 nun auh

(
∂S1

∂N1

)

E1,V1

=

(
∂S2

∂N2

)

E2,V2

. (I.59)De�niert man jetzt das hemishe Potential µ(E, V,N) durh die Beziehung
∂S(E, V,N)

∂N
= − µ(E, V,N)

T (E, V,N)
, (I.60)dann ist im Gleihgewiht diese intensive Zustandsgröÿe in beiden Subsystemen gleih, µ(E1, V1, N1) =

µ(E2, V2, N2). Ebenso wie in der vorher untersuhten Situation die Volumenänderung zum Drukaus-gleih führte, führt nun die Änderung der Teilhenzahl in den einzelnen Subsystemen zur Angleihungder individuellen hemishen Potentiale. Werden zwei Systeme mit geringfügig vershiedenen hemi-shen Potentialen µ1 und µ2, aber gleiher Temperatur T , in �Teilhen- und Wärmekontakt� gebraht,hat man
dSges =

−µ1 + µ2

T
dN1 > 0 . (I.61)Für µ2 > µ1 folgt daraus dN1 > 0: Teilhen ��ieÿen� vom Subsystem mit dem höheren zum Subsystemmit dem tieferen hemishen Potential; die Zustandsvariable µ(E, V,N) kann daher als �Teilhendruk�aufgefaÿt werden. Es ist dieser Zusammenhang, der das Minuszeihen in der De�nitionsgleihung (I.60)motiviert. Auh dazu das nun shon obligatorishe Beispiel:

• Für das ideale Gas lautet die Entropie nah Gl. (I.28)
S(E, V,N) = NkB

[
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+
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]
; (I.62)deren partielle Ableitung nah der Teilhenzahl lautet
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. (I.63)



I.4. DIE GIBBS'SCHE FORM UND DIE GIBBS�DUHEM-BEZIEHUNG 23Daraus erhält man nun das hemishe Potential des idealen Gases mit Hilfe von Gl. (I.60) in derForm
µ(E, V,N) = kBT ln

(
N

V

)
+

3

2
kBT ln

(
3h2N

4πmE

)
. (I.64)Das hemishe Potential des klassishen idealen Gases hängt daher logarithmish von der Teil-hendihte N/V ab.I.4 Die Gibbs'she Form und die Gibbs�Duhem-BeziehungDie bisherigen Überlegungen zur statistish-mehanishen Berehnung der thermodynamishen Eigen-shaften makroskopisher Systeme liefern zusammengefaÿt den folgenden �mikrokanonishen Forma-lismus� :1. Ausgangspunkt einer mikrokanonishen Beshreibung ist das mit (2πh̄)3NN ! gewihtete Volu-men (I.18) des einem Makrozustand energetish zugänglihen Teils des Phasenraums,

Ω(E, V,N) =
1

(2πh̄)3NN !

∫

H(q,p)≤E

d3Nq d3Np . (I.65)2. Die Gröÿe, die im mikrokanonishen Ensemble den Zusammenhang zwishen der mikroskopi-shen und der makroskopishen Ebene herstellt, ist die Entropie. Sie liefert ein additives Maÿfür die Zahl der mikroskopishen Realisierungsmöglihkeiten eines durh E, V,N beshriebenenMakrozustandes und stimmt überein mit der phänomenologish durh den zweiten Hauptsatz ein-geführten Zustandsgröÿe:
S(E, V,N) = kB ln Ω(E, V,N) . (I.66)3. Aus den partiellen Ableitungen der Entropie S(E, V,N) erhält man die intensiven Zustands-variablen T, p, µ des Makrozustandes:
1

T
=

(
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∂E

)

V,N

,
p

T
=

(
∂S

∂V

)

E,N

, −µ

T
=

(
∂S

∂N

)

E,V

. (I.67)Auf der makroskopishen Ebene lassen sih nun eine Reihe von Shluÿfolgerungen ziehen. Aufgrundder letzten Beziehungen gilt o�enbar
dS =

1

T
dE +

p

T
dV − µ

T
dN ; (I.68)daraus erhält man sofort

dE = TdS − pdV + µdN . (I.69)



24 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKWenn man also die Energie als Funktion von S, V und N betrahtet, kann man sofort die partiellenAbleitungen dieser Funktion angeben:
T =

(
∂E

∂S

)

V,N

, −p =

(
∂E

∂V

)

S,N

, µ =

(
∂E

∂N

)

S,V

. (I.70)Sofern daher entweder S(E, V,N) oder E(S, V,N) bekannt ist, können alle anderen Variablen durhAbleiten berehnet werden. Daher werden diese Funktionen als thermodynamishe Potentiale bezeih-net.Die 1-Form (I.69) trägt den Namen Gibbs'she Form. Sie bildet eine di�erentielle Fassung des ers-ten Hauptsatzes der Thermodynamik und spezi�ziert die vershiedenen Arten des Energieaustausheszwishen einem (Teil-)System und seiner Umgebung:1. Werden keine Teilhen ausgetausht und bleibt das Systemvolumen konstant, kann das Systemim thermishen Kontakt mit seiner Umgebung Energie nur in Form von Wärme austaushen.Dieser Austaush ist immer mit einer Entropieänderung des Systems verbunden:
dE = TdS . (I.71)2. Wenn die Entropie und die Teilhenzahl festgehalten werden, beshreibt der Druk die negativeEnergieänderung pro Volumenänderung:
dE = −pdV . (I.72)
Abbildung I.1: Gasportion in einem Behälter mit einem vershiebbaren Kolben.Das ist anshaulih klar: Wenn ein Gas durh eine auf einen Kolben mit der Kontakt�ähe Awirkende Kraft F quasistatish komprimiert wird, ist p = F/A der Druk des Gases. Bei einerVershiebung des Kolbens um die Streke dx verringert sih das Gasvolumen um dV = −Adx;dabei wird am Gas die Arbeit Fdx = (F/A) d(Ax) = −pdV verrihtet.3. Werden shlieÿlih nur Teilhen ausgetausht, gilt
dE = µdN . (I.73)



I.4. DIE GIBBS'SCHE FORM UND DIE GIBBS�DUHEM-BEZIEHUNG 25Das hemishe Potential µ beshreibt daher die Energieänderung, die mit dem Austaush einesTeilhens verbunden ist, wenn dabei die Entropie und das Volumen des Systems konstant gehaltenwerden.Falls mehr als nur eine Teilhensorte vorliegt, verallgemeinert sih die Gibbs'she Form in o�ensiht-liher Weise zu
dE = TdS − pdV +

∑

i

µidNi , (I.74)wobei µi das hemishe Potential der i-ten Sorte bezeihnet.Die bisher benutzen Zustandsvariablen zerfallen in zwei Gruppen:
• E, S, V , N sind extensiv ;
• T , p, µ sind intensiv .Die intensiven Variablen werden gleih, wenn zwei Systeme �in Kontakt� gebraht werden. In derGibbs'shen Form (I.69) ersheinen die Variablen in den �Energie-konjugierten Paaren� (T, S), (−p, V ),

(µ,N). Das Produkt der beiden Elemente eines solhen Paares trägt die Dimension einer Energie; jeein Element ist intensiv, das andere extensiv.Alle Argumente des thermodynamishen Potentials E = E(S, V,N) sind extensiv; andererseits ist Eselbst ebenfalls extensiv. Daher muÿ E linear von seinen Argumenten abhängen: Bezeihnet λ einen(dimensionslosen) �Skalierungsfaktor�, so gilt o�enbar
E(λS, λV, λN) = λE(S, V,N) . (I.75)Damit ist E, als Funktion von S, V und N betrahtet, eine sogenannte �homogene Funktion erstenGrades�.

• Allgemein heiÿt eine Funktion f homogen vom Grade r, wenn sie die Eigenshaft
f(λx, λy . . .) = λrf(x, y, . . .) (I.76)besitzt. Durh Di�erentiation nah λ folgt dann
∂f

∂x
x+

∂f

∂y
y + . . . = rλr−1f ; (I.77)daraus erhält man für λ = 1 den �Eulershen Satz für homogene Funktionen� :

∂f

∂x
x+

∂f

∂y
y + . . . = rf . (I.78)



26 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKBei Anwendung dieses Zusammenhangs auf die homogene Funktion E = E(S, V,N) �ndet man nundie Beziehung
E =

(
∂E

∂S

)

V,N

S +

(
∂E

∂V

)

S,N

V +

(
∂E

∂N

)

S,V

N

= TS − pV + µN . (I.79)Mit Hilfe des Eulershen Satzes kann man also dE auh ohne genaue Kenntnis der Funktionen T , pund µ integrieren; die auf diese Weise gewonnene thermodynamishe Identität E = TS− pV + µN istsomit lediglih eine Folge der Linearität von E in S, V und N .Diese Identität besitzt eine wihtige Konsequenz: Einerseits verlangt sie
dE = TdS + SdT − pdV − V dp+ µdN +Ndµ , (I.80)andererseits gilt nah wie vor die Gl. (I.69), also
dE = TdS − pdV + µdN .Das erfordert nun
0 = SdT − V dp+Ndµ ; (I.81)diese Gleihung wird als Gibbs�Duhem-Beziehung bezeihnet. Sie besagt, daÿ die drei intensiven Grö-ÿen T , p, und µ niht unabhängig voneinander sind: Geht man nämlih aus von einem Gleihgewihts-system und ändert T um dT sowie p um dp, so legt Gl. (I.81) die zugehörige Änderung dµ von µ fest;diese dritte Gröÿe kann also niht mehr unabhängig von den anderen variiert werden. Daher ist einevollständige Beshreibung eines thermodynamishen Systems mit Hilfe nur der intensiven Variablen

T , p und µ niht möglih; es gibt also kein thermodynamishes Potential, das diese drei Variablen alsArgumente besitzt.I.5 Das kanonishe Ensemble und die Freie EnergieBisher wurde ein von seiner Umgebung isoliertes System betrahtet und im Rahmen des zugehöri-gen mikrokanonishen Ensembles statistish behandelt: Die Energie E aller Ensemblemitglieder war�sharf� vorgegeben; thermodynamishe Potentiale waren S = S(E, V,N) und E = E(S, V,N).Dieses mikrokanonishe Ensemble ist jedoh häu�g �tehnish shwierig�, da die explizite Berehnungder benötigten hohdimensionalen Phasenraumvolumina (I.18) insbesondere für wehselwirkende Sys-teme praktish kaum zu bewältigen ist. Darüber hinaus ist es häu�g auh physikalish realistisher,niht die Energie, sondern vielmehr die Temperatur als primäre Variable zu betrahten.



I.5. DAS KANONISCHE ENSEMBLE UND DIE FREIE ENERGIE 27Wenn nämlih das untersuhte System im thermishen Kontakt mit einem (gröÿeren) zweiten Systemsteht, nehmen beide Systeme durh Energieaustaush die gleihe Temperatur an. Wenn nun das zweiteSystem sehr viel gröÿer ist als das erste, dann ist die Energie, die es dabei aufnimmt oder abgibt,im Vergleih zu seiner mittleren Energie vernahlässigbar. In diesem Fall dient das zweite System als(Energie-) �Reservoir� und prägt dem ersten seine Temperatur auf.

Abbildung I.2: Ein System (Index �1�) nimmt im thermishen Kontakt mit einem Reservoir (Index �2�)dessen Temperatur T an.Sei E0 die Energie des Gesamtsystems, bestehend aus �System� und Reservoir. Dieses Gesamtsystemsoll nah wie vor thermish isoliert sein, darf also mikrokanonish behandelt werden.Aufgrund des thermishen Kontaktes mit dem Reservoir (das durh den Index �2� gekennzeihnetwerden soll) ist die Energie des Systems (Index �1�) selbst im Gleihgewiht niht vollkommen sharf�xiert; die Systemenergie �uktuiert im Laufe der Zeit. Gesuht wird nun die Wahrsheinlihkeit da-für, das System in einem Zustand mit einer vorgegebenen Energie E1 zu �nden. Oder, um die inAbshnitt I.1 eingeführte Nomenklatur wiederaufzunehmen und die Parallelen zu der dortigen Heran-gehensweise deutlih zu mahen: Gegeben ein Phasenraumpunkt (q, p) im Γ-Raum (nur) des Systems(also niht des Gesamtsystems �System + Reservoir�), der nah Einsetzen in die Hamiltonfunktion desSystems den Wert H(q, p) = E1 liefert. Wie lautet dann die Phasenraumverteilungsfunktion ̺k.E.(q, p)dafür, daÿ der Phasenraumpunkt des im thermishen Kontakt mit dem Reservoir der Temperatur Tstehenden Systems in der (2πh̄)f -Zelle um (q, p) herum angetro�en wird? Die Beantwortung dieserFrage impliziert o�enbar die Konstruktion eines Ensembles von Kopien des Systems, dessen einzelneMitglieder zwar eine feste Temperatur T , aber �uktuierende Energie besitzen; dieses Ensemble wirdals kanonishes Ensemble bezeihnet.Es wird hier also niht nah der wahrsheinlihsten Energie des Systems gefragt; diese kann wie Ab-shnitt I.3 ermittelt werden. Man benötigt jetzt vielmehr ein Argument, das das System mit seinerUmgebung, also dem Reservoir verbindet: Für einen Systemzustand mit der Energie E1 ist die Wahr-sheinlihkeit seines Auftretens proportional zur Anzahl Ω2(E2, V2, N2) der Mikrozustände, die demReservoir bei der Energie E2 = E0 − E1 zur Verfügung stehen. Es gilt daher zunähst
̺k.E.(q, p) ∝ Ω2(E2, V2, N2) = exp

(
S2(E0 − E1, V2, N2)/kB

)
. (I.82)



28 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKNah Voraussetzung ist die Systemenergie E1 sehr viel kleiner als die Energie des Reservoirs und daherauh als die Gesamtenergie,E1 ≪ E0, so daÿ auf der rehten Seite von Gl. (I.82) eine Taylorentwiklungum E0 naheliegt. Da die Reservoirentropie S2(E2, V2, N2) sehr viel langsamer mit E2 wähst als dieZustandszahl Ω2(E2, V2, N2), ist die Enwiklung dieser Entropie S2 sinnvoller als die von Ω2:
S2(E0 − E1) = S2(E0) − E1
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∣∣∣∣
E0

+
1

2
E2

1

∂2S2

∂E2
2
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+ . . . . (I.83)Nun ist im Gleihgewiht
∂S2

∂E2
=
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T
;

∂2S2

∂E2
2

=
∂

∂E2

1

T
= − 1

T 2

∂T

∂E2
. (I.84)Da die Temperatur T eine intensive Gröÿe ist, während die Energie des Reservoirs mit seiner Teilhen-zahl wähst, E2 = O(N2), ist ∂T/∂E2 = O(1/N2). Der quadratishe Term in der Entwiklung (I.83)ist also um einen Faktor der Ordnung O(N2) kleiner als der lineare Term und damit völlig vernahläs-sigbar; die Idee des Reservoirs impliziert ja den formalen Grenzübergang N2 → ∞.

• Ein konkretes Beispiel, das die obige Abshätzung der Gröÿenordnungen verdeutlihen kann,liefert das ideale Gas: Aus den Gln. (I.46) und (I.47) erhält man sofort
(
∂2S

∂E2

)

V,N

= −3
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NkB

E2
= − 2

3kBT 2

1

N
. (I.85)Allerdings ist noh ein weiteres Detail zu beahten: Der �Entwiklungspunkt� in Gl. (I.83) ist nihtdie Reservoirenergie E2 = E0 −E1, sondern die Gesamtenergie E0. Da aber dieser Untershied erneutwegen der Dominanz des Reservoirs vernahlässigt werden darf, tritt im linearen Term der Entwiklungtatsählih die inverse gemeinsame Temperatur auf,
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T
. (I.86)Setzt man also die Entwiklung (I.83) in die Beziehung (I.82) ein, ergibt sih nun die Proportionalität

̺k.E.(q, p) ∝ exp

(
− E1

kBT

)
, (I.87)wobei E1 = H(q, p) die zum Phasenraumpunkt (q, p) gehörende Energie des Systems bezeihnet.Während sih also das Argument (q, p) der kanonishen Verteilungsfunktion ̺k.E.(q, p) nur auf denPhasenraum des Systems bezieht, ist das Auftreten des �Boltzmann-Faktors� exp

(
− E1/(kBT )

) eineFolge des Energieaustaushes des Systems mit seiner Umgebung; der Zustand der Umgebung �ieÿtüber den vorgegebenen Temperaturparameter T ein.Die Kenntnis spezi�sher Eigenshaften des Reservoirs (insbesondere die Kenntnis der Funktion
Ω2(E2, V2, N2)) wird also niht benötigt; der thermishe Kontakt mit dem Reservoir wird in uni-verseller Weise durh den Boltzmann-Faktor beshrieben. Folglih kann das Reservoir im folgenden



I.5. DAS KANONISCHE ENSEMBLE UND DIE FREIE ENERGIE 29�vergessen� und auf den �Systemindex� verzihtet werden; es sei daher nun N1 = N die Teilhenzahldes Systems. Man shreibt dann die normierte �kanonishe� Phasenraumdihte dafür, das System ineinem Mikrozustand (q, p) mit der Energie H(q, p) zu �nden, in der Form
̺k.E.(q, p) =

1

Z (2πh̄)3NN !
exp
(
− βH(q, p)

)
, (I.88)wobei der gebräuhlihe Parameter

β =
1

kBT
(I.89)eingeführt wurde und die hier als Normierungsfaktor auftretende wihtige Gröÿe Z als (klassishe)Zustandssumme bezeihnet wird:

Z(β, V,N) =
1

(2πh̄)3NN !

∫
d3Nq d3Np e−βH(q,p) , (I.90)wobei sih das Integral über den gesamten Phasenraum des Systems erstrekt. (Ein solhes Integralist meist leihter auszuwerten als eines über eine mikrokanonishe Energieshale!)Im kanonishen Ensemble wird also ein Zustand der Energie E mit dem Boltzmann-Faktor exp(−βE)gewihtet. Die Wahrsheinlihkeit dafür, daÿ ein Makrozustand eines Systems im thermishen Kontaktmit einer Umgebung der Temperatur T die Energie E besitzt, ergibt sih dann durh Zusammenfassungaller mit dieser Energie verträglihen Mikrozustände zu

1

Z
Ω(E) exp(−βE) =

1

Z
exp
(
S(E)/kB − E/(kBT )

)

=
1

Z
exp

(
− 1

kBT
[E − TS(E)]

)
. (I.91)(Zur Siherheit: Ω(E) = Ω1(E) bezeihnet die Zahl der Mikrozustände des Systems bei der Energie E;die vorher benutzte Zustandszahl Ω2(E2, V2, N2) des Reservoirs ist hier irrelevant!) Nun wähst Ω(E)sehr stark mit der Energie E an, während der Boltzmann-Faktor exponentiell mit E abfällt. Die Wahr-sheinlihkeit (I.91) besitzt daher in Abhängigkeit von E ein sehr sharfes Maximum. Bei vorgegebenerUmgebungstemperatur T tritt dieses Maximum bei derjenigen Energie E auf � bzw. wird das Systemmit erdrükender Wahrsheinlihkeit bei derjenigen Energie E angetro�en �, für die das negative, mit

kBT multiplizierte Argument der Exponentialfunktion in Gl. (I.91), d.h.
E − TS(E, V,N) ≡ F (I.92)sein Minimum annimmt. Das verlangt
∂F

∂E
= 1 − T

∂S(E, V,N)

∂E
= 0 , (I.93)
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∂S(E, V,N)

∂E
=

1

T
: (I.94)Im Gleihgewiht stimmt die inverse Systemtemperatur � die linke Seite der Gl. (I.94) � mit der vomReservoir aufgeprägten inversen Temperatur � der rehten Seite der Gl. (I.94) � überein. Da durhdiese Bedingung der wahrsheinlihste Wert der Systemenergie in Abhängigkeit von der Temperaturfestgelegt wird, hängt die in Gl. (I.92) eingeführte Gröÿe F , die im Gleihgewiht minimal wird, auÿervom Volumen V und der Teilhenzahl N von der Temperatur ab: F = F (T, V,N).Die physikalishe Interpretation dieser neuen Zustandsgröÿe F (T, V,N) folgt aus der Gibbs'shenForm (I.69): Für ein Gas, das im thermishen Kontakt mit einem Wärmebad der Temperatur Tquasistatish einen Kolben bewegt, gilt die Beziehung

dE − TdS = d(E − TS)

= dF

= −pdV + µdN . (I.95)Wenn zudem die Teilhenzahl N konstant gehalten wird, ist dF = −pdV die Arbeit, die bei derVolumenänderung am Gas verrihtet wird. Daher ist
∫ B

A

pdV = −
∫ B

A

dF = F (A) − F (B) (I.96)die Arbeit, die dem Gas bei einer isothermen Zustandsänderung vom Zustand A in den Zustand Bentnommen werden kann: Bei isothermer Prozeÿführung wird folglih der �mehanish verwertbare�Anteil der Gesamtenergie E eines Systems durh die Zustandsgröÿe F = E−TS beshrieben. Ein Teildieser Gesamtenergie, gegeben durh das Produkt TS, bleibt stets in der ungerihteten thermishenWimmelbewegung der Atome oder Moleküle gebunden, ist also in diesem Sinne �unfrei�. Der verblei-bende Anteil F = E−TS, der in makroskopish gerihtete Bewegung, also in Arbeit umgesetzt werdenkann, wird daher als (Helmholtzshe) Freie Energie bezeihnet.Die mathematishe Interpretation des Konstruktionsprinzips für die Zustandsgröÿe F (T, V,N) erfor-dert das geometrishe Verständnis der Legendre-Transformation:
• Gegeben sei eine Funktion y = y(x); diese Funktion soll durh die neue Variable ξ = dy

dx , alsodurh die Steigung ihres Graphen bei x, beshrieben werden.Zur Lösung dieser Aufgabe ist zunähst zu fordern, daÿ die Funktion ξ(x) = dy(x)
dx eindeutig nah

x aufgelöst werden kann: Es darf niht an zwei Stellen x die gleihe Steigung auftreten; der Graphder Funktion y = y(x) muÿ also konvex oder konkav sein. Wenn diese Voraussetzung erfüllt ist,kann das �alte� Argument x als Funktion des �neuen� Argumentes ξ dargestellt werden: x = x(ξ).



I.5. DAS KANONISCHE ENSEMBLE UND DIE FREIE ENERGIE 31Man könnte jetzt versuht sein, einfah y auf die neue Variable ξ umzushreiben: Dann erhielteman eine Beziehung der Form
y = y

(
x(ξ)

)
≡ f(ξ) .Aber: Die Kenntnis nur dieser neuen Funktion y = f(ξ) reiht niht aus, um die ursprüngliheKurve y = y(x) zu rekonstruieren. Man hat ja nun

y = f

(
dy

dx

) oder dy

dx
= f−1(y) .Ist y = y(x) eine Lösung dieser Di�erentialgleihung, dann für eine beliebige Konstante c auh

y(x+ c). (Beispiel: Die Gleihung dy
dx = y wird gelöst durh y = ex+c .) Daher erhält man wegender Freiheit der Integrationskonstanten niht nur eine Kurve, sondern eine ganze Shar parallelvershobener Kurven. Die ursprünglihe Kurve gehört zwar zu dieser Shar, kann jedoh in dieserShar niht mehr identi�ziert werden: Man hat �Information verloren�.Um dennoh eine Funktion der Steigung ξ anzugeben, die die gesamte Information derursprünglihen Funktion y = y(x) enthält, stellt man den Graphen dieser Funktion alsEinhüllende seiner Tangenten dar: Jede Tangente wird festgelegt durh die Steigung ξ der Kurveim Berührpunkt und ihren Ahsabshnitt ŷ ; zu jedem ξ gehört ein eindeutig bestimmtes ŷ :

ŷ = ŷ(ξ) .Wegen (Steigungsdreiek!)
ξ =

y − ŷ

x− 0�ndet man für den Ahsabshnitt in Abhängigkeit von der Steigung den Ausdruk
ŷ(ξ) = y

(
x(ξ)

)
− ξx(ξ) .Diese neue Funktion ŷ(ξ) heiÿt Legendre-Transformierte von y(x). Sie beshreibt gemäÿ Kon-struktion dieselbe Kurve wir die ursprünglihe Funktion, allerdings in Abhängigkeit von ξ = dy

dx ,ohne daÿ Information verloren wurde: Die Legendre-Transformation ermögliht einen Wehselder unabhängigen Variablen ohne Informationsverlust.Daher entspriht die Konstruktion der Freien Energie nah dem Shema
F (T, V,N) = E

(
S(T, V,N), V,N

)
− TS(T, V,N) (I.97)mit

T =

(
∂E

∂S

)

V,N

(I.98)



32 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKgenau einer Legendre-Transformation des thermodynamishen Potentials E(S, V,N) für den Variablen-wehsel �S → T �: Die neue Variable ist die Ableitung der alten Funktion nah der alten Variablen; dieneue Funktion ergibt sih aus der alten durh Einsetzen und die �Ahsabshnittskorrektur�. (Allerdingswurde bei diesem shematishen Vorgehen die Konvexität bzw. Konkavität der zu transformierendenFunktion niht explizit geprüft!)Da nun der Ausgangspunkt der Transformation (I.97) ein thermodynamishes Potential war und bei derTransformation keine Information verloren wird, muÿ auh das Resultat der Transformation, also dieFreie Energie, wieder ein thermodynamishes Potential sein, so daÿ die fehlenden thermodynamishenGröÿen aus den partiellen Ableitungen von F bestimmbar sein müssen. In der Tat erhält man ausGl. (I.97) sofort die Beziehungen
∂F

∂T
=

∂E

∂S

∂S

∂T
− S − T

∂S

∂T
= −S(T, V,N) ,

∂F

∂V
=

∂E

∂S

∂S

∂V
+
∂E

∂V
− T

∂S

∂V
= −p(T, V,N) ,

∂F

∂N
=

∂E

∂S

∂S

∂N
+
∂E

∂N
− T

∂S

∂N
= µ(T, V,N) . (I.99)Damit ist auh explizit gezeigt, daÿ F = F (T, V,N) ein thermodynamishes Potential darstellt; es wirdbenutzt, wenn die Variablen T, V,N durh die physikalishe Problemstellung vorgegeben werden.Es ist von groÿer Bedeutung, daÿ die Freie Energie auh ohne den Umweg über die Legendre-Transformation von E(S, V,N) berehnet werden kann: Da es ja �praktish siher� ist, daÿ ein Systemim thermishen Kontakt mit einem Reservoir der Temperatur T diejenige Energie besitzt, die den Aus-druk F = E − TS minimiert, wird die Verteilung (I.91) von den minimierenden Mikrozuständen sogut wie ausgeshöpft. Man kann daher in sehr guter Näherung den Logarithmus aus der Summe überalle Wahrsheinlihkeiten � also ln(1) = 0 � durh den Logarithmus der maximalen Summandenersetzen,

ln

(
1

Z
exp[−βF (T, V,N)]

)
= ln(1) , (I.100)und �ndet mit dieser Maximumsnäherung

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) . (I.101)Die Freie Energie ist somit proportional zum Logarithmus der kanonishen Zustandssumme (I.90).Damit lassen sih die wesentlihen Zusammenhänge für das kanonishe Ensemble nun in einen For-malismus gieÿen, der dem zu Beginn des Abshnitts I.4 angegebenen mikrokanonishen Shema genauentspriht:1. Ausgangspunkt der kanonishen Beshreibung eines klassishen thermodynamishen Systems mitder Hamiltonfunktion H(q, p) und dem gegebenen Temperaturparameter β = 1/(kBT ) ist dieZustandssumme (I.90),
Z(T, V,N) =

1

(2πh̄)3NN !

∫
d3Nq d3Np e−βH(q,p) , (I.102)



I.5. DAS KANONISCHE ENSEMBLE UND DIE FREIE ENERGIE 33die jeden Punkt (q, p) des Phasenraums mit dem Boltzmann-Faktor exp(−βH(q, p)) gewihtet.2. Die Gröÿe, die im kanonishen Ensemble den Zusammenhang zwishen der mikroskopishen undder makroskopishen Ebene herstellt, ist die Freie Energie. Sie beshreibt den bei isothermerProzeÿführung mehanish nutzbaren Anteil der Gesamtenergie E eines Systems:
F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) . (I.103)3. Aus den partiellen Ableitungen der Freien Energie F (T, V,N) erhält man die fehlenden Zustands-variablen S, p, µ:
(
∂F

∂T

)

V,N

= −S ,

(
∂F

∂V

)

T,N

= −p ,

(
∂F

∂N

)

T,V

= µ . (I.104)Daher besitzt also im kanonishen Ensemble die Zustandssumme eine herausragende Stellung analog zuder, die im mikrokanonishen Ensemble von der ZustandszahlΩ(E, V,N) eingenommen wurde. Darüberhinaus kann die Zustandssumme häu�g als erzeugende Funktion einer Observablen aufgefaÿt werden,d.h. die Berehnung des kanonishen Mittelwertes (oder auh höherer Momente!) dieser Observablenkann auf eine geeignete Ableitung der Zustandssumme zurükgeführt werden. So erhält man für denkanonishen Erwartungswert der Energie die bequeme Darstellung
〈H〉 =

∫
d3Nq d3Np H(q, p) ̺k.E.(q, p)

=
1

ZN !h3N

∫
d3Nq d3Np H(q, p) e−βH(q,p)

=
1

Z

(
−∂Z
∂β

)

= − ∂

∂β
lnZ . (I.105)Der in dem obigen Shema zusammengefaÿte �kanonishe Formalismus� soll nun auf das Beispiel desidealen Gases angewandt werden:

• Die kanonishe Zustandssumme eines klassishen idealen Gases aus N Teilhen der Masse m, diedas Volumen V einnehmen, lautet
ZN =

1

N !h3N

∫
d3N q d3Np exp

(
−β

N∑

i=1

~p 2
i

2m

)

=
V N

N !h3N

∫
d3Np exp

(
−β

N∑

i=1

~p 2
i

2m

)

=
V N

N !h3N

(√
2πmkBT

)3N

. (I.106)



34 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKDie hier auftauhende Gröÿe λ = h/
√

2πmkBT trägt die Dimension einer Länge; sie entsprihtder de Broglie-Wellenlänge λdB = h/pT eines Teilhens mit einem �typishen� thermishen Im-puls pT . Unter Benutzung dieser sogenannten thermishen Wellenlänge erhält die kanonisheZustandssumme des klassishen idealen Gases die einprägsame Form
ZN =

1

N !

(
V

λ3

)N

. (I.107)(Da an dieser Stelle eine durh die Quantenmehanik motivierte Bezugsgröÿe eingeht, darf manvermuten, daÿ die Verwendung der klassishen Statistik ausreihend ist, solange die harakteristi-she Ausdehnung L = V 1/3 des Volumens sehr viel gröÿer ist als λ. Bei sehr tiefen Temperaturenwird λ jedoh beliebig groÿ; dann wird man eine quantenmehanishe Theorie benötigen!)Die Kenntnis der Tatsahe, daÿ ZN ∝ β−3N/2, reiht bereits aus, um gemäÿ der Beziehung (I.105)den kanonishen Erwartungswert für die Energie des Gases angeben zu können:
〈H〉 =

3N

2

1

β
=

3

2
NkBT . (I.108)Damit stimmt dieser kanonishe Erwartungswert der Energie mit der Energie (I.47) überein, dieein isoliertes (mikrokanonishes) ideales Gas bei der Temperatur T besitzt.

• Mit Hilfe der Stirling-Formel folgt nun
lnZN = N lnV +

3N

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
−N lnN +N + O(lnN)

= N

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
+ O(lnN)

= −βF ; (I.109)daraus erhält man die Freie Energie in der Form
−F = NkBT

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
+ O(lnN) . (I.110)

• Die partielle Ableitung nah dem Volumen ergibt sofort den Druk:
p = −

(
∂F

∂V

)

T,N

= NkBT
1

V
; (I.111)das ist die bekannte Zustandsgleihung des idealen Gases.Weiterhin liefert die partielle Ableitung der Freien Energie nah der Temperatur die Entropie:

S = −
(
∂F

∂T

)

V,N

= NkB

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
+NkBT

3

2T

= NkB

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+

5

2

]
. (I.112)



I.5. DAS KANONISCHE ENSEMBLE UND DIE FREIE ENERGIE 35Wegen E = 3
2NkBT oder kBT = 2E

3N entspriht dieser Ausdruk genau mit dem mikrokanonishenResultat (I.62).Es bleibt noh das hemishe Potential zu berehnen:
µ =

(
∂F

∂N

)

T,V

= −kBT

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
−NkBT

(
− 1

N

)

= kBT

[
ln
N

V
+

3

2
ln

(
h2

2πmkBT

)]

= kBT ln

(
N
λ3

V

)
. (I.113)Auh das entspriht genau dem shon bekannten mikrokanonishen Ausdruk (I.64).Die hier gemahte Beobahtung, daÿ bei hinreihend groÿen Teilhenzahlen (so groÿ, daÿ dieStirling-Formel eine sehr gute Näherung liefert) und entsprehend groÿen Volumina die �kanoni-shen� Resultate mit denen des mikrokanonishen Ensembles übereinstimmen, liefert ein Beispiel fürdie Äquivalenz der thermodynamishen Ensembles im thermodynamishen Limes, d.h. im formalenGrenzfall N → ∞ und V → ∞ bei konstanter Dihte N/V : Wenn ein System sehr groÿ ist, fungiertes praktish als sein eigenes Wärmebad, so daÿ das mikrokanonishe und das kanonishe Ensembleineinander übergehen. Die Wahl des Ensembles ist dann lediglih eine Frage der (rehentehnishen)Zwekmäÿigkeit.Abshlieÿend soll noh eine weitere einfahe, aber sehr wihtige Anwendung des kanonishen Forma-lismus behandelt werden:

• Für ein niht unbedingt ideales Gas mit einem beliebigen Potential V (~q1, . . . , ~qN ), das die Weh-selwirkung zwishen den Teilhen beshreibt, also für ein System mit der Hamiltonfunktion
H(q, p) =

N∑

i=1

~p 2
i

2m
+ V (~q1, . . . , ~qN ) , (I.114)erhält man die Wahrsheinlihkeit dw(p) dafür, ein klassishes Teilhen (z.B. dasjenige mit demIndex �1�) im Impulsintervall zwishen p und p + dp zu �nden, durh Ausintegration der unin-teressanten anderen Impulse ~p2, . . . , ~pN und aller Ortskoordinaten:

dw(p) =
1

Z̃
4πe−βp2/(2m)p2 dp . (I.115)Die Berehnung des Normierungsfaktors Z̃ geht aus von der bekannten Identität

∫ +∞

−∞
dx e−αx2

=

√
π

α
für α > 0 ; (I.116)



36 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKdaraus erhält man weiter
∫ +∞

−∞
dxx2e−αx2

= − d

dα

√
π α−1/2 =

1

2

√
π α−3/2 (I.117)sowie

∫ +∞

−∞
dxx4e−αx2

= − d

dα

1

2

√
π α−3/2 =

3

4

√
π α−5/2 . (I.118)Die Benutzung des Integrals (I.117) erlaubt nun die Bestimmung von Z̃:

1 =

∫ ∞

0

dw(p) =
1

Z̃
4π

∫ ∞

0

e−βp2/(2m)p2 dp

=
1

Z̃
4π

1

4

√
π (2mkBT )3/2

=
1

Z̃
(2πmkBT )3/2 . (I.119)Die resultierende Verteilung des Impulses der Gasteilhen,

dw(p) = (2πmkBT )−3/24π e−βp2/(2m)p2 dp , (I.120)heiÿt Maxwell-Verteilung. Häu�g betrahtet man auh die Verteilung der Geshwindigkeit(�Maxwell-Boltzmannshe Geshwindigkeitsverteilung�), die o�enbar durh
dw(v) =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
4πv2 dv (I.121)gegeben wird. Sie gilt in dieser Form für beliebige klassishe reale Gase!Den Erwartungswert für die kinetishe Energie eines Teilhens eines solhen Gases erhält mandann mit Hilfe des Integrals (I.118):

〈
~p 2

2m

〉
=

1

2m

∫ ∞

0

dw(p) p2

= (2πmkBT )−3/2 4π

2m

∫ ∞

0

e−βp2/(2m)p4 dp

= (2πmkBT )−3/2 2π

m

3

8

√
π (2mkBT )5/2

= 2mkBT
3

4m

=
3

2
kBT . (I.122)Für ein ideales Gas ist die gesamte Energie E = 〈H〉 kinetisher Natur; in diesem Sonderfallerhält man sofort das Resultat (I.108) zurük.



I.6. THERMODYNAMISCHE POTENTIALE UND DAS GROßKANONISCHE ENSEMBLE 37I.6 Thermodynamishe Potentiale und das groÿkanonishe En-sembleBisher wurden die thermodynamishen Potentiale S(E, V,N), E(S, V,N) und F (T, V,N) eingeführt,wobei
F (T, V,N) = E

(
S(T, V,N), V,N

)
− TS(T, V,N) (I.123)mit

T =

(
∂E

∂S

)

V,N

(I.124)durh eine Legendre-Transformation aus E(S, V,N) hervorgeht. Die Wirkungsweise dieser Trans-formation läÿt sih im Di�erentialkalkül besonders einfah überbliken: Unter Verwendung derGibbs'shen Form (I.69) hat man ja
dF = dE − TdS − SdT

= (TdS − pdV + µdN) − TdS − SdT

= −SdT − pdV + µdN . (I.125)Aus dieser Form ist zunähst erkennbar, daÿ T , V und N die �natürlihen� Variablen von F bilden.Weiterhin können auh die partiellen Ableitungen von F nah diesen Variablen sofort abgelesen werden:
(
∂F

∂T

)

V,N

= −S ,

(
∂F

∂V

)

T,N

= −p ,

(
∂F

∂N

)

T,V

= µ , (I.126)wie bereits aus den Gln. (I.99) bekannt ist.Ebenso wie man durh den Variablenwehsel S → T von dem Potential E(S, V,N) zu dem Potential
F (T, V,N) gelangt, kann man auh durh einen Variablenwehsel V → p ein neues Potential einführen:Wegen

(
∂E

∂V

)

S,N

= −p (I.127)konstruiert man dazu die Gröÿe
H(S, p,N) ≡ E

(
S, V (S, p,N), N

)
+ pV (S, p,N) , (I.128)die als Enthalpie bezeihnet wird. Für ihr Di�erential gilt

dH = (TdS − pdV + µdN) + pdV + V dp

= TdS + V dp+ µdN ; (I.129)



38 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKdaher �ndet man nah bekanntem Muster die Beziehungen
(
∂H

∂S

)

p,N

= T ,

(
∂H

∂p

)

S,N

= V ,

(
∂H

∂N

)

S,p

= µ . (I.130)Für Prozesse, die bei konstantem Druk und konstanter Teilhenzahl ablaufen, gilt nah Gl. (I.129)der Zusammenhang dH = TdS ≡ δQ, d.h. die Änderung der Enthalpie ist bei isobarer Prozeÿführungohne Teilhenaustaush gleih der übertragenen Wärme.Shlieÿlih kann man erneut von dem Potential E(S, V,N) ausgehen und beide Variablenwehsel
S → T und V → p gemeinsam vornehmen; dann erhält man die �Gibbs'she Freie Energie� oderdas Gibbs'she Potential G(T, p,N) = E − TS + pV : Es gilt

dG = (TdS − pdV + µdN) − TdS − SdT + pdV + V dp

= −SdT + V dp+ µdN , (I.131)und folglih auh
(
∂G

∂T

)

p,N

= −S ,

(
∂G

∂p

)

T,N

= V ,

(
∂G

∂N

)

T,p

= µ . (I.132)Bei konstantem Druk und konstanter Temperatur wird die Änderung des Gibbs'shen Potentials durh
dG = µdN , also durh den Teilhenaustaush gegeben.

• Eine überaus nützlihe Merkhilfe, nämlih das auf der folgenden Seite abgebildete Bornshemnemonishe Diagramm, faÿt in kompakter Form diejenigen partiellen Ableitungen der ther-modynamishen Potentiale E(S, V,N) ≡ U(S, V,N), F (T, V,N), H(S, p,N) und G(T, p,N) zu-sammen, bei denen die Teilhenzahl N konstant gehalten wird:An den Seitenmitten dieses Bornshen Quadrates steht ein thermodynamishes Potential, um-rahmt von seinen �natürlihen� Variablen (wie etwa F = F (T, V,N) ). Die partielle Ableitungeines Potentials nah einer der Variablen �ndet man an derjenigen Eke, die dieser Variablengegenüberliegt, und zwar mit positivem Vorzeihen, wenn man diese Eke in Pfeilrihtung er-reiht, sonst mit negativem. So sieht man z.B. sofort
(
∂U

∂S

)

V,N

= +T ,

(
∂G

∂T

)

p,N

= −S , usw.Die Anordnung der Symbole an diesem Quadrat läÿt sih mit Hilfe sinnreiher Merksprühe leihteinprägen. Ein sehr berühmtes Beispiel, von unten im Uhrzeigersinn zu lesen:Good physiists Have Studied Under Very Fine Teahers� eine Suhe in der freien Enzyklopädie �Wikipedia� zum Thema �Merksprühe� fördert nohweitere teils skurrile, aber beliebte Eselsbrüken zutage.
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Abbildung I.3: Das Bornshe Quadrat. Die thermodynamishen Potentiale U≡E,H , F und G stehen anden Seitenmitten, ihre jeweiligen natürlihen Variablen an den Eken. Gelangt man von einer Variablenin Pfeilrihtung zu der gegenüberliegenden Eke, �ndet man dort die positive partielle Ableitung nahdieser Variablen; geht man entgegen der Pfeilrihtung, �ndet man die negative. Die Maxwell-Relationenerhält man durh Spiegelung an den Mittellinien; ein negatives Vorzeihen tritt auf, wenn bei dieserSpiegelung die Pfeilrihtungen umgedreht werden.Aus der Gleihheit der gemishten zweiten Ableitungen eines thermodynamishen Potentials folgen diesogenannten Maxwell-Relationen. Beispiele dafür sind
(
∂T

∂V

)

S,N

=

(
∂2U

∂V ∂S

)

N

=

(
∂2U

∂S ∂V

)

N

= −
(
∂p

∂S

)

V,N

(I.133)oder
(
∂S

∂V

)

T,N

= −
(

∂2F

∂V ∂T

)

N

= −
(

∂2F

∂T ∂V

)

N

=

(
∂p

∂T

)

V,N

. (I.134)
• Auh diese Relationen können unmittelbar aus dem Bornshen Quadrat abglesen werden: Dieabzuleitende Gröÿe �ndet sih an einer Eke, die Variable, nah der abgeleitet wird, an einerbenahbarten Eke; die (von N vershiedene) festzuhaltende Variable ist dann an der folgendenEke zu �nden. Das Resultat ergibt sih durh Spiegelung an derjenigen Mittellinie, die parallelzu der Verbindung der ersten beiden Eken verläuft; ein negatives Vorzeihen tritt auf, wenn sihbei dieser Spiegelung die Pfeilrihtungen umkehren.Natürlih sind auh Legendre�Transformationen erlaubt, die einen Variablenwehsel N → µ einshlie-ÿen. Besonders interessant ist dann das Potential, das von T , V und µ abhängt; es besitzt keinen be-sonderen Namen und soll hier mit K(T, V, µ) bezeihnet werden. (Zur Erinnerung: Ein Potential, dasvon den drei intensiven Variablen T , p und µ abhängt, ist aufgrund der Gibbs�Duhem-Beziehung (I.81)niht möglih!) Zur Konstruktion dieses Potentials geht man erneut aus von der Gibbs'shen Form

dE = TdS − pdV + µdN , (I.135)
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(
∂E

∂S

)

V,N

= T und (
∂E

∂N

)

S,V

= µ , (I.136)und konstruiert das gewünshte Potential
K(T, V, µ) = E

(
S(T, V, µ), V,N(T, V, µ)

)
− TS(T, V, µ)− µN(T, V, µ) . (I.137)Sein Di�erential lautet o�enbar

dK = −SdT − pdV −Ndµ , (I.138)also gilt weiter
(
∂K

∂T

)

V,µ

= −S ,

(
∂K

∂V

)

T,µ

= −p ,

(
∂K

∂µ

)

T,V

= −N . (I.139)Man erkennt aus der Tatsahe, daÿ nun die Variablen T , V und µ vorgegeben sind, daÿ dieses Po-tential K(T, V, µ) ein System in Kontakt mit einem Reservoir beshreibt, mit dem es Energie undTeilhen austaushen kann; dieser kombinierte Energie- und Teilhenaustaush ist harakteristish fürdas groÿkanonishe Ensemble. Sowohl die Energie als auh die Teilhenzahl der einzelnen Ensemble-mitglieder �uktuieren; die Temperatur T und das hemishe Potential µ werden dem System dagegenvom Reservoir aufgeprägt.Um die Verteilungsfunktion ̺g.E.(q, p;N) für dieses Ensemble zu �nden, können die bereits in Ab-shnitt (I.4) für das kanonishe Ensemble benutzten Argumente direkt übertragen werden: Man be-trahte ein System (Index �1�) in Kontakt mit einem Wärme- und Teilhenreservoir (Index �2�), wobeidas Gesamtsystem (also �System + Reservoir�) abgeshlossen sein soll und somit der mikrokanoni-shen Statistik unterliegt. Die konstante Gesamtenergie sei E0, die konstante Gesamtteilhenzahl N0.Die Wahrsheinlihkeit für das Auftreten eines bestimmten Mikrozustandes des Systems mit den Zu-standsvariablen E1, V1, N1 ist proportional zur Anzahl der Realisierungsmöglihkeiten des Reservoirsbei der Energie E2 = E0 − E1 und der Teilhenzahl N2 = N0 −N1:
̺g.E.(q, p;N1) ∝ Ω2(E2, V2, N2) = exp

(
S2(E0 − E1, V2, N0 −N1)/kB

)
. (I.140)(Dabei liefert natürlih der Phasenraumpunkt (q, p), eingesetzt in die N1-Teilhen-Hamiltonfunktiondes Systems, den Wert E1.) Da E0 ≫ E1 und N0 ≫ N1, kann die Taylorentwiklung der Reservoir-entropie erneut nah den linearen Gliedern abgebrohen werden:

S2(E0 − E1, N0 −N1) = S2(E0, N0) − E1
∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E0

−N1
∂S2

∂N2

∣∣∣∣
N0

+ . . . . (I.141)Mit
∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E0

≈ ∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E2

=
1

T
(I.142)
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∂S2

∂N2

∣∣∣∣
N0

≈ ∂S2

∂N2

∣∣∣∣
N2

= − µ

T
(I.143)�ndet man nah Einsetzen der Entwiklung (I.141) in die Proportionalität (I.140) und anshlieÿenderNormierung sofort die groÿkanonishe Verteilungsfunktion

̺g.E.(q, p;N1) =
1

Z(2πh̄)3N1N1!
exp

(
− E1

kBT
+
N1µ

kBT

)
, (I.144)wobei der Normierungsfaktor Z = Z(T, V, µ) als groÿkanonishe Zustandssumme bezeihnet wird:

Z(T, V, µ) =
∞∑

N=0

1

(2πh̄)3NN !

∫
d3Nq d3Np e−β(H(q,p)−µN) . (I.145)Auh diese in den jeweiligen Phasenräumen der N -Teilhen-Systeme �verankerte� Gröÿe besitzt eineunmittelbare Verbindung zu experimentell leiht zugänglihen, makroskopishen Variablen: Für �groÿe�Systeme wird die groÿkanonishe Verteilung (I.144) durh die wahrsheinlihsten Mikrozustände so gutwie ausgeshöpft; deren Anzahl ist Ω1(E1, V1, N1) = exp

(
S1(E1, V1, N1)/kB

). Damit hat man in sehrguter (Maximums-)Näherung
lnZ =

S

kB
− 1

kBT
(E − µN)

= − 1

kBT
(E − TS − µN) . (I.146)(Man vergleihe die Begründung dieser groÿkanonishen Beziehung mit der völlig parallellaufendenArgumentation, die zu der kanonishen Gleihung (I.101) führte!) Unter Verwendung der thermo-dynamishen Identität (I.79), also

E = TS − pV + µN ,wird daraus nun
lnZ =

pV

kBT
. (I.147)Diese Gleihung gewährleistet für das groÿkanonishen Ensemble den Anshluÿ der mikroskopishenTheorie an die phänomenologish bekannten Gröÿen und übernimmt damit hier die Rolle, die dieanaloge Beziehung �F = −kBT lnZ� im kanonishen Ensemble spielte.



42 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKI.7 MaterialgröÿenIn den Anwendungen der Thermodynamik interessiert man sih vor allem für Gröÿen, die ein bestimm-tes Material harakterisieren und experimentell leiht zu messen sind. Die wihtigsten davon sollen hierkurz aufgelistet werden:1. Die spezi�she Wärmekapazität bei festem Volumen (und fester Teilhenzahl) CV ,
CV = T

(
∂S

∂T

)

V,N

= −T
(
∂2F

∂T 2

)

V,N

, (I.148)sowie die spezi�she Wärmekapazität bei festem Druk Cp,
Cp = T

(
∂S

∂T

)

p,N

= −T
(
∂2G

∂T 2

)

p,N

, (I.149)geben die Wärmemengen an, die bei Konstanthaltung des Volumens bzw. des Drukes, alsobei isohorer bzw. isobarer Zustandsänderung, für eine Temperaturänderung des vorliegendenMaterials erforderlih sind.2. Der thermishe Expansionskoe�zient α beshreibt die �Reaktion� des Volumens auf eine Tem-peraturänderung bei festem Druk:
α =

1

V

(
∂V

∂T

)

p,N

. (I.150)Das natürlihe Potential bei Vorgabe der Variablen T , p und N ist das Gibbs'she Potential
G(T, p,N); für dieses gilt bekanntlih

V =

(
∂G

∂p

)

T,N

. (I.151)Damit erhält man zunähst
α =

1

V

(
∂2G

∂T∂p

)

N

. (I.152)Vertaushung der zweiten Ableitungen entspriht nun der Maxwell-Relation
(
∂V

∂T

)

p,N

= −
(
∂S

∂p

)

T,N

; (I.153)also gilt auh die alternative Darstellung
α = − 1

V

(
∂S

∂p

)

T,N

. (I.154)Durh Messung des thermishen Expansionskoe�zienten erhält man daher Informationen überdie Drukabhängigkeit der Entropie.



I.7. MATERIALGRÖßEN 433. Der isohore Spannungskoe�zient β,
β =

1

p

(
∂p

∂T

)

V,N

, (I.155)beshreibt die Antwort des Drukes auf eine Temperaturänderung bei festem Volumen.4. Die isotherme Kompressibilität κT quanti�ziert die Reaktion des Volumens auf eine Drukände-rung bei fester Temperatur:
κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T,N

; (I.156)bei Berüksihtigung der Gl. (I.151) wird daraus
κT = − 1

V

(
∂2G

∂p2

)

T,N

. (I.157)Analog dazu beshreibt die adiabatishe Kompressibilität κS die Volumenantwort bei Druk-änderung unter der Bedingung konstanter Entropie:
κS = − 1

V

(
∂V

∂p

)

S,N

. (I.158)Zwishen diesen Materialgröÿen existieren universelle Zusammenhänge, die unmittelbar aus den ther-modynamishen Grundbeziehungen folgen und daher für jedes beliebige Material erfüllt sein müssen;die experimentelle Überprüfung dieser Zusammenhänge stellt somit einen wihtigen Test der Theoriedar. Experimentell gut zugänglihe Materialgröÿen sind insbesondere die Wärmekapazitäten: Wegen
dE = TdS − pdV + µdN hat man zunähst

CV = T

(
∂S

∂T

)

V,N

=

(
∂E

∂T

)

V,N

. (I.159)Wegen dH = TdS + V dp+ µdN gilt andererseits
Cp = T

(
∂S

∂T

)

p,N

=

(
∂H

∂T

)

p,N

. (I.160)Man beahte: Die hier benutzte Gröÿe H(T, p,N) ist kein thermodynamishes Potential, sondernentsteht aus dem Potential H(S, p,N) durh Einsetzen von
S(T, p,N) = −

(
∂G

∂T

)

p,N

. (I.161)Dann ist, wie shon aus Gl. (I.160) bekannt,
(
∂H

∂T

)

p,N

=

(
∂H

∂S

)

p,N

(
∂S

∂T

)

p,N

= T

(
∂S

∂T

)

p,N

. (I.162)



44 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKNun gilt bei fester Teilhenzahl N
TdS = dE + pdV

=

(
∂E

∂T

)

V,N

dT +

[(
∂E

∂V

)

T,N

+ p

]
dV . (I.163)Die hier benötigte partielle Ableitung, die die Volumenabhängigkeit der Energie beshreibt, führt manmit folgender, für die Thermodynamik typishen Überlegung auf leihter zugänglihe Gröÿen zurük:Da das Di�erential

dS =
1

T

(
∂E

∂T

)

V,N

dT +
1

T

[(
∂E

∂V

)

T,N

+ p

]
dV (I.164)exakt ist, sind die gemishten zweiten Ableitungen von S vertaushbar. Man �ndet daher

1

T

∂2E

∂V ∂T
=

∂

∂T

[
1

T

(
∂E

∂V

)

T,N

+
p

T

]

V,N

= − 1

T 2

(
∂E

∂V

)

T,N

+
1

T

∂2E

∂T∂V
− p

T 2
+

1

T

(
∂p

∂T

)

V,N

, (I.165)und daraus sofort die gesuhte Beziehung
(
∂E

∂V

)

T,N

= T

(
∂p

∂T

)

V,N

− p . (I.166)Einsetzen in Gl. (I.163) sowie Benutzung der Zustandsgleihung V = V (T, p) liefert dann
TdS =

(
∂E

∂T

)

V,N

dT + T

(
∂p

∂T

)

V,N

[(
∂V

∂T

)

p,N

dT +

(
∂V

∂p

)

T,N

dp

]
. (I.167)Für eine Temperaturänderung bei festem Druk folgt

T

(
∂S

∂T

)

p,N

=

(
∂E

∂T

)

V,N

+ T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂V

∂T

)

p,N

, (I.168)also mit den Gln. (I.159) und (I.160)
Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂V

∂T

)

p,N

= T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂T

∂V

)

p,N

(
∂V

∂T

)2

p,N

. (I.169)



I.7. MATERIALGRÖßEN 45Betrahtet man nun das p−V -Diagramm des Materials, so de�niert darin jede Isotherme eine Funktion,die die Abhängigkeit des Volumens vom Druk bei fester Temperatur beshreibt. Die Ableitung dieserimpliziten Funktion wird gegeben durh (Übungsaufgabe! )
(
∂V

∂p

)

T,N

= −

(
∂T
∂p

)

V,N(
∂T
∂V

)
p,N

, (I.170)was gerne in der bequem zu merkenden Form
(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂T

∂V

)

p,N

(
∂V

∂p

)

T,N

= −1 (I.171)angegeben wird; daraus folgt
(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂T

∂V

)

p,N

= −
(
∂p

∂V

)

T,N

. (I.172)Mit dieser Beziehung erhält man aus Gl. (I.169) sowie den De�nitionen (I.150) und (I.156) shlieÿliheinen ersten universellen Zusammenhang zwishen vershiedenen Materialgröÿen, nämlih
Cp − CV = −T

(
∂p

∂V

)

T,N

(
∂V

∂T

)2

p,N

= −T
(
∂p

∂V

)

T,N

V 2α2

=
TV α2

κT
. (I.173)Zustandsänderungen ohne Wärmeübertrag werden adiabatish genannt. Es gibt unter Umständenmehrere adiabatishe Zustandsänderungen, die einen gegebenen Anfangs- und Endzustand verbinden,aber stets ist nur eine davon reversibel, d.h. verläuft ohne Entropieproduktion. Die reversible Adiabate(d.h. die Kurve im Zustandsdiagramm, die die adiabatish-reversible Zustandsänderung angibt) wirdals Isentrope bezeihnet.Nun gilt nah Gl. (I.163) und Gl. (I.166)

TdS = CV dT + T

(
∂p

∂T

)

V,N

dV ; (I.174)daraus folgt für die reversible Adiabate
CV = −T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂V

∂T

)

S,N

. (I.175)



46 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKEine ähnlihe �Adiabatengleihung� läÿt sih auh für CP aufstellen: Bei konstanter Teilhenzahl giltnah Gl. (I.129)
TdS = dH − V dp

=

(
∂H

∂T

)

p,N

dT +

[(
∂H

∂p

)

T,N

− V

]
dp . (I.176)Ein �Exaktheits�-Argument ähnlih dem, das auf die Beziehung (I.166) führte, liefert den Koe�zientender Drukabhängigkeit der Enthalpie (Übungsaufgabe! ):

(
∂H

∂p

)

T,N

= V − T

(
∂V

∂T

)

p,N

. (I.177)Es folgt
TdS = CP dT − T

(
∂V

∂T

)

p,N

dp ; (I.178)das ergibt für die reversible Adiabate die Gleihung
CP = T

(
∂V

∂T

)

p,N

(
∂p

∂T

)

S,N

. (I.179)Für das Verhältnis γ = Cp/CV von isobarer und isohorer spezi�sher Wärmekapazität �ndet mandamit einen weiteren universellen Zusammenhang:
Cp

CV
= −

(
∂V
∂T

)
p,N

(
∂p
∂T

)

S,N
(

∂V
∂T

)
S,N

(
∂p
∂T

)

V,N

= −

(
∂V
∂T

)
p,N

(
∂T
∂p

)

V,N
(

∂V
∂T

)
S,N

(
∂T
∂p

)

S,N

=

(
∂V
∂p

)

T,N(
∂V
∂p

)

S,N

=
κT

κS
. (I.180)Aus der Elastizitätstheorie ist bekannt, daÿ die Shallgeshwindigkeit c in einer Substanz durh derenDihte ρ und die adiabatishe Kompressibilität gegeben wird (Shallshwingungen verlaufen so shnell,daÿ während der Kompression des Materials praktish kein Wärmeaustaush mit der Umgebung statt-�ndet):

c =

√
1

κSρ
=

√
CP

CV

1

κTρ
. (I.181)



I.7. MATERIALGRÖßEN 47Daher kann insbesondere der Quotient γ = Cp/CV durh Messung der Shallgeshwindigkeit bestimmtwerden, wenn die isotherme Kompressibilität und die Dihte des Materials bekennt sind.Abshlieÿend sollen noh die universellen Beziehungen zwishen den Materialgröÿen für das Beispieldes idealen Gas explizit überprüft werden:
• Für ein ideales Gas erhält man aus der Energie-Temperatur-Beziehung E = 3

2NkBT nahGl. (I.182) die konstante (temperaturunabhängige) isohore Wärmekapazität
CV =

3

2
NkB . (I.182)Insbesondere besitzt ein Mol eines idealen Gases die molare Wärmekapazität

cV =
3

2
NAkB =

3

2
R , (I.183)wobei R = NAkB = 8, 31441 J/(mol K) die Gaskonstante bezeihnet.Aus H = E + pV = 3

2NkBT + NkBT = 5
2NkBT und Gl. (I.160) erhält man weiter die isobareWärmekapazität

Cp =
5

2
NkB . (I.184)Der thermishe Expansionskoe�zient α ergibt sih mit Hilfe der Zustandsgleihung pV = NkBTzu

α =
1

V

(
∂V

∂T

)

p,N

=
1

V

∂(NkBT/p)

∂T

=
NkB

pV

=
1

T
; (I.185)die isotherme Kompressibilität ist

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T,N

= − 1

V

∂(NkBT/p)

∂p

=
NkBT

p2V

=
1

p
. (I.186)



48 KAPITEL I. KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIKDaraus erhält man mit Gl. (I.173) den Zusammenhang
Cp − CV =

TV α2

κT

=
TV p

T 2
=

NkBT

T
= NkB , (I.187)in Übereinstimmung mit den Gl. (I.182) und (I.184).Shlieÿlih ergibt sih für den Quotienten (I.180)

Cp

CV
=

Cp − CV

CV
+ 1

=
NkB
3
2NkB

+ 1 =
5

3
, (I.188)wie ebenfalls aus den Gl. (I.182) und (I.184) auh direkt abzulesen ist.



Kapitel II
Formulierung derquantenmehanishen StatistikIn der (semi-)klassishen statistishen Mehanik wurde die Zahl der akzessiblen Mikrozustände einesisolierten Systems dadurh ermittelt, daÿ das energetish erlaubte Phasenraumvolumen Ω̃(E, V,N) in�Zellen� der Gröÿe (2πh̄)f eingeteilt wurde, wobei f = 3N die Zahl der Freiheitsgrade bezeihnet; jedesolhe Zelle entspriht einem Zustand. Postuliert man weiter, daÿ Permutationen identisher Teilhenkeine neuen Mikrozustände liefern, ergibt sih die zentrale Beziehung (I.18) der mikrokanonishenGesamtheit,

Ω(E, V,N) =
1

(2πh̄)3NN !

∫

H(q,p)≤E

d3Nq d3Np .Beide Bestandteile des Normierungsfaktors � die Zahl der Permutationen N ! und das �Zellenvolumen�
(2πh̄)3N � weisen jedoh bereits darauf hin, daÿ eine systematishe Begründung der Statistik auf derQuantenmehanik aufbauen muÿ . Dann aber sollte die Zahl der erlaubten Quantenzustände im mikro-kanonishen Ensemble anhand des exakten Spektrums der Energieeigenwerte korrekt abgezählt undniht aus dem Phasenraumvolumen grob abgeshätzt werden. Insbesondere kann eine quantenmehani-she Theorie niht auf Phasenraumverteilungsfunktionen aufbauen, da das Konzept des Phasenraumsin gleiher Weise auf Ort und Impuls der Teilhen Bezug nimmt. An die Stelle der Phasenraum-verteilungsfunktion tritt daher in der Quantenstatistik ein neues Objekt, nämlih die Dihtematrix.Dagegen können viele der Ideen, die die Verbindung zwishen der mikroskopishen Dynamik und denmakroskopish zugänglihen thermodynamishen Variablen herstellen (die Verwendung statistisherGesamtheiten, die Entropie als Maÿ für die Anzahl der akzessiblen Zustände, der Zusammenhang zwi-shen kanonisher Zustandssumme und Freier Energie, . . . ) ungeändert übernommen werden. Neue,�quantenspezi�she� Phänomene treten vor allem in solhen Vielteilhensystemen auf, in denen dieUnuntersheidbarkeit der Teilhen entsheidend und die �ad-ho-Korrektur� der Zustandszahl durh49



50 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKden Faktor 1/N ! unzureihend wird: Wenn nämlih die Zahl der zur Verfügung stehenden Zuständerelativ klein wird, werden die Eigenshaften eines Systems wesentlih davon abhängen, ob ein Zustandmehrfah besetzt werden kann oder niht; bosonishe Vielteilhensysteme verhalten sih daher beitiefen Temperaturen deutlih anders fermionishe.II.1 Quantenmehanishe Ensemble-Theorie: Die DihtematrixAusgangspunkt der folgenden Überlegungen ist ein quantenmehanishes System (z.B. ein Gas, dessenBestandteile quantenmehanish beshrieben werden), dessen Dynamik durh einen Hamiltonopera-tor H bestimmt werde. Um seine thermodynamishen Eigenshaften zu untersuhen, betrahtet manstatt des einen tatsählih vorliegenden Systems eine statistishe Gesamtheit von N �Kopien� diesesSystems, wobei jede Kopie dem gleihen Makrozustand entsprehen und der gleihen Shrödinger-gleihung gehorhen soll:
ih̄
∂

∂t
ψk(r, t) = Hψk(r, t) ; k = 1, . . . ,N . (II.1)Hier bezeihnet ψk(r, t) die Wellenfunktion des k-ten Ensemblemitgliedes; natürlih wird N ≫ 1vorausgesetzt, um eine �gute Statistik� zu erhalten. (Das Argument r der Wellenfunktionen steht fürdie Gesamtheit aller Orts- und Spinkoordinaten: Man behalte im Hinterkopf, daÿ ψk(r, t) eventuell einhohkompliziertes Vielteilhensystem beshreibt!)Alle Wellenfunktionen werden nun nah einer geeigneten Basis {ϕn(r)} entwikelt, deren Elementedurh einen Index n untershieden werden:

ψk(r, t) =
∑

n

ak
n(t)ϕn(r) . (II.2)In konkreten Anwendungen kann dieser Index auh kontinuierlih sein. Die hier auftauhenden Ent-wiklungskoe�zienten lauten dann

ak
n(t) =

∫
dτ ϕ∗n(r)ψk(r, t) , (II.3)wobei dτ das (evtl. hohdimensionale) Volumenelement bezeihnet. Damit ist |ak

n(t)|2 die (rein quanten-mehanishe) Wahrsheinlihkeit dafür, das k-te Ensemblemitglied zum Zeitpunkt t im Zustand n zu�nden; insbesondere gilt
∑

n

|ak
n(t)|2 = 1 (II.4)für alle Ensemblemitglieder k und alle Zeitpunkte t.



II.1. QUANTENMECHANISCHE ENSEMBLE-THEORIE: DIE DICHTEMATRIX 51Sind diese Entwiklungskoe�zienten ak
n(t) bekannt, kann der quantenmehanishe Erwartungwert einerObservablen A für jedes Ensemblemitglied angegeben werden:

〈ψk(t)|A|ψk(t)〉 =

∫
dτ ψk∗(t)Aψk(t)

=
∑

n,m

ak
m

∗
(t)ak

n(t)

(∫
dτ ϕ∗mAϕn

)

≡
∑

n,m

ak
m

∗
(t)ak

n(t)Amn , (II.5)wobei Amn =
∫
dτ ϕ∗mAϕn ein Matrixelement des Operators A in der gegebenen Basis bezeihnet.Die Ensemble-Verteilung der Koe�zienten ak

n(t) spiegelt nun die thermishen Eigenshaften des Sys-tems wider; ist zum Beispiel das System sehr heiÿ, werden �energetish hohliegende� Zustände mitviel gröÿerer Wahrsheinlihkeit besetzt als der Grundzustand. Aufgrund der thermishen Dynamikkönnen diese Koe�zienten und damit auh der Erwartungswert (II.5) für ein einzelnes Ensemblemit-glied sowohl im Laufe der Zeit als auh von Mitglied zu Mitglied stark �uktuieren. Aussagekraft erhältdaher erst der thermish-quantenmehanishe Erwartungswert, d.h. das Ensemblemittel
〈A〉 ≡ 1

N

N∑

k=1

∑

n,m

ak
m

∗
(t)ak

n(t)Amn . (II.6)Es ist wihtig, sih klarzumahen, daÿ die einzelnen Ensemblemitglieder voneinander völlig unabhän-gig sind; die Summation über k, die hier die Ensemblemittelung bewirkt, hat also nihts mit einerkohärenten Superposition zu tun! De�niert man nun die Dihtematrix ̺nm(t) des betrahten Systemsdurh die Gleihung
̺nm(t) =

1

N

N∑

k=1

ak
n(t)ak

m

∗
(t) , (II.7)so enthält dieses Ensemblemittel konstruktionsgemäÿ die gesamten thermishen Eigenshaften desSystems, und der Erwartungswert (II.6) erhält die bequeme Form

〈A〉 =
∑

n,m

̺nmAmn

=
∑

n

(̺A)nn

= tr (̺A) . (II.8)Hierbei bezeihnet tr (̺A) die Spur (�trae�) des Operators ̺A. Man beahte, daÿ diese Darstellungwegen der Invarianz der Spur unter unitären Transformationen unabhängig von der gewählten Basisist. Man kann also auh ohne Rükgri� auf eine spezielle Basis einen Dihteoperator ̺ de�nieren,dessen Matrixelemente ̺nm bezüglih einer gegeben Basis dann eine Dihtematrix bilden.



52 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDer Dihteoperator ist das zentrale Objekt der quantenmehanishen Statistik; er ersetzt die Phasen-raumverteilungsfunktion (bzw. die �Phasenraumdihte�, daher der Name!) der klassishen Statistik: Diequantenmehanishe Gleihung (II.8) ist das Gegenstük der klassishen Beziehung (I.4). Der Dihte-operator besitzt einige Eigenshaften, die unabhängig von der genauen Spezi�kation des Ensemblesgültig sind. O�enbar ist er �normiert�, d.h.tr ̺ ≡
∑

n

̺nn =
∑

n

1

N

N∑

k=1

|ak
n(t)|2

=
1

N

N∑

k=1

1

= 1 , (II.9)wobei diese Normierung auf die für jedes einzelne Ensemblemitglied gültige Gl. (II.4) zurükzuführenist. Gelegentlih ist es bequem, auh mit niht-normierten Dihtematrizen zu arbeiten; dann ist dieGl. (II.8) durh
〈A〉 =

tr (̺A)tr ̺ (II.10)zu ersetzen.Der Dihteoperator übernimmt gemäÿ der De�nition (II.7) die Zeitabhängigheit der Entwikungskoef-�zienten ak
n(t) und kann daher auh im hier zugrundeliegenden Shrödingerbild explizit zeitabhängigsein. Um nun eine Gleihung für seine Zeitentwiklung zu erhalten, wird die Matrixdarstellung derShrödingergleihung herangezogen, die ja die Zeitentwiklung der Koe�zienten bestimmt:

ih̄ȧk
n(t) = ih̄

∫
dτ ϕ∗nψ̇k(t)

=

∫
dτ ϕ∗nHψk(t)

=

∫
dτ ϕ∗nH

(
∑

m

ak
m(t)ϕm

)

=
∑

m

(∫
dτ ϕ∗nHϕm

)
ak

m(t)

=
∑

m

Hnma
k
m(t) , (II.11)wobei die Gröÿen Hnm =

∫
dτ ϕ∗nHϕm wie üblih die Matrixelemente des Hamiltonoperators in dergegebenen Basis bezeihnen. Daraus ergibt sih sofort die gesuhte Gleihung für die Zeitentwiklungder Dihtematrix:

ih̄ ˙̺nm(t) =
ih̄

N

N∑

k=1

(
ȧk

n(t) ak
m

∗
(t) + ak

n(t) ȧk∗
m (t)

)



II.1. QUANTENMECHANISCHE ENSEMBLE-THEORIE: DIE DICHTEMATRIX 53
=

1

N

N∑

k=1

(
∑

l

(
Hnla

k
l a

k
m

∗ − ak
nH

∗
mla

k
l

∗)
)

=
∑

l

(
Hnl̺lm − ̺nlHlm

)

=
(
H̺− ̺H

)
nm

, (II.12)wobei die Hermitizität von H ausgenutzt wurde, H∗
ml = Hlm. Es gilt daher (in darstellungsfreierShreibweise) die von Neumann-Gleihung

ih̄ ˙̺ = [H, ̺] , (II.13)die in der Quantenstatistik an die Stelle der Liouville-Gleihung (I.5) für die Verteilungsfunktion einesklassishen Systems tritt.
• ZurKlarstellung: Die von Neumann-Gleihung (II.13) ist sorgfältig von der Bewegungsgleihungeines Heisenberg-Operators zu untersheiden. Ist nämlih A ein niht explizit zeitabhängigerOperator im Shrödingerbild und

AH(t) = eiHt/h̄Ae−iHt/h̄ (II.14)seine Darstellung im Heisenbergbild, so gilt
d

dt
AH =

i

h̄
eiHt/h̄(HA−AH)e−iHt/h̄

=
i

h̄
[H,AH ] , (II.15)oder

−ih̄ȦH = [H,AH ] . (II.16)Der Untershied zwishen dieser Heisenberg-Bewegungsgleihung (II.16) und der von Neumann-Gleihung (II.13) besteht niht nur in dem abweihenden Vorzeihen: Die von Neumann-Gleihung bezieht sih auf das Shrödingerbild, da die Dihtematrix (II.7) im Shrödingerbildeingeführt wurde und bereits hier eine explizite Zeitabhängigkeit trägt!Im Gleihgewiht gilt nun ˙̺nm = 0 und daher auh [H, ̺] = 0: Der Gleihgewihts-Dihteoperatorkommutiert mit dem Hamiltonoperator des Systems. Folglih läÿt er sih als Funktion vonH darstellen,
̺ = ̺(H). Wenn daher die Basis {ϕn} durh die Eigenbasis von H gegeben wird, dann ist in dieser�Energiebasis� H und folglih auh ̺(H) diagonal:

̺nm = ̺n δnm in der Energiedarstellung . (II.17)



54 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDie Diagonalelemente ̺n hängen von den Eigenwerten von H ab; die genaue Form dieser Abhängigkeitwird durh die Art des Ensembles bestimmt: Für ein isoliertes System, also ein mikrokanonishesEnsemble, müssen die Diagonalelemente die gleihe a priori-Wahrsheinlihkeit aller Mikrozuständewiderspiegeln, für ein o�enes System dagegen den thermishen Kontakt mit der Umgebung bzw. denTeilhenaustaush zum Ausdruk bringen.II.2 Der Dihteoperator für die vershiedenen EnsemblesII.2.1 Das mikrokanonishe EnsembleAlle Mitglieder eines mikrokanonishen Ensembles haben feste Teilhenzahl N , festes Volumen V undeine Energie zwishen E − ∆E und E, wobei die �Energieshale� als dünn vorausgesetzt wird, ∆E ≪
E. Die Gesamtzahl der nun quantenmehanish korrekt abgezählten Mikrozustände, die mit diesenBedingungen verträglih sind, sei Ω(E, V,N).1 Im mikrokanonishen Ensemble unterliegen alle dieseZustände, wie shon in der klassishen Statistik, dem Postulat der gleihen a priori-Wahrsheinlihkeit:Es gibt shlieÿlih keinen Grund, warum einer der akzessiblen Zustände mit gröÿerer Wahrsheinlikeitbesetzt werden sollte als ein anderer. In der Energiedarstellung, in der ja die Dihtematrix diagonalist, gilt also

̺nm = ̺nδnm (II.18)mit
̺n =

{
1
Ω für jeden akzessiblen Zustand
0 sonst . (II.19)Nahdem Ω unter Berüksihtigung der Ununtersheidbarkeit identisher Teilhen quantenmehanishexakt ermittelt worden ist, berehnet sih die mikrokanonishe Entropie weiterhin zu S = kB ln Ω. So-fern der Grundzustand des betrahteten Systems niht entartet ist, �ndet man dann für vershwindendeAnregungsenergie E sofort

Ω → 1 für E → 0 , (II.20)also auh
S = kB ln Ω → 0 für E → 0 . (II.21)Der �dritte Hauptsatz der Thermodynamik� (das Nernstshe Theorem: �Die Entropie eines ungemish-ten kondensierten Sto�es im thermodynamishen Gleihgewiht ist am absoluten Nullpunkt eine uni-verselle Konstante, die Null ist�) erklärt sih daher von selbst.1Man darf allerdings niht mehr in jedem Fall davon ausgehen, daÿ die Dike ∆E diese Zählung niht wesentlihbeein�uÿt. Sofern ∆E niht shon durh die Problemstellung vorgegeben wird, ist daher Vorsiht geboten.



II.2. DER DICHTEOPERATOR FÜR DIE VERSCHIEDENEN ENSEMBLES 55Eine Situation, in der das System nur einen einzigen Zustand besetzt, so daÿ Ω = 1, heiÿt �rein�.In einem solhen Fall wird die Konstruktion eines Ensembles letzten Endes über�üssig, da sih jedesEnsemblemitglied im gleihen Zustand be�nden muÿ. Es gibt dann in der Energiedarstellung nurein einziges Diagonalelement ̺nn, welhes von Null vershieden (und daher gleih 1) ist; die Dihte-matrix eines reinen Zustandes ist daher ein Projektionsoperator. Ein solher �Projektor� gehorht derGleihung
̺2 = ̺ . (II.22)Da alle Wellenfunktionen, die sih nur um einen �overall�-Phasenfaktor untersheiden, den gleihenZustand repräsentieren, ist ein solher Phasenfaktor die einzige Freiheit, die den Ensemblemitgliedernbei Vorliegen eines reinen Zustandes noh bleibt. Daher gelten dann in jeder Basis Beziehungen derForm
ak

n = an exp(iϑk) , (II.23)wobei ϑk die spezi�she Phase des k-ten Ensemblemitgliedes ist. Da jedoh diese Phasen aus derDihtematrix herausfallen, kann das Ensemblemittel wie erwartet auf ein Einzelsystem zurükgeführtwerden:
̺nm =

1

N
N∑

k=1

ak
na

k
m

∗
= ana

∗
m . (II.24)Das bedeutet nun

(
̺2
)

nm
=

∑

l

̺nl̺lm

=
∑

l

ana
∗
l ala

∗
m

= ana
∗
m

= ̺nm ; (II.25)die Projektorgleihung ̺2 = ̺ für die Dihtematrix eines reinen Zustandes gilt also in jeder Darstellung.Falls dagegen Ω > 1, spriht man von einem �Gemish�. Die auf den Unterraum der akzessiblen Zustän-de eingeshränkte Dihtematrix wird dann in der Energiedarstellung durh (1/Ω)1 gegeben, wobei 1die Einheitsmatrix auf diesem Unterraum bezeihnet. Da Vielfahe der Einheitsmatrix mit allen ande-ren Matrizen kommutieren, ändert sih die Dihtematrix bei einem Basiswehsel, der den akzessiblenUnterraum invariant läÿt, niht ; sie muÿ also auh in allen anderen so erzeugten Darstellungen diagonalsein.Die Forderung nah gleiher a priori-Wahrsheinlihkeit für alle akzessiblen Zustände verlangt für dieseanderen Darstellungen nun Beziehungen der Form
ak

n = |a| exp(iϑk
n) , (II.26)



56 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKwobei |a|2 = 1/Ω, und im Untershied zu Gl (II.23) hier Phasen auftreten, die mit dem Index n desBasiselementes variieren. Es folgt dann
̺nm =

1

N

N∑

k=1

ak
na

k
m

∗

=
1

N
N∑

k=1

|a|2 ei(ϑk
n−ϑk

m)

= |a|2
〈
ei(ϑk

n−ϑk
m)
〉

= |a|2 δnm , (II.27)sofern die Phasen zufällig verteilt sind und daher bei der durh 〈. . .〉 angedeuteten Ensemblemittelungder Produkte der Phasenfaktoren nur die Diagonalterme überleben. Im mikrokanonishen Ensem-ble ist also neben der Forderung nah gleihen a priori-Wahrsheinlihkeiten auh die weitergehendeForderung nah �Zufallsphasen� zu stellen; erst diese garantiert das Vershwinden unphysikalisherKorrelationen zwishen den vershiedenen Ensemblemitgliedern.II.2.2 Das kanonishe EnsembleIm kanonishen Ensemble sind T , V undN vorgegeben; die Energie E der einzelnen Ensemblemitglieder�uktuiert aufgrund thermishen Kontaktes des Systems mit seiner Umgebung. Die Wahrsheinlihkeitdafür, ein zufällig ausgewähltes Ensemblemitglied in einem Zustand mit der Energie En zu �nden, istnun proportional zum Boltzmann-Faktor exp(−βEn). In der Energiedarstellung hat man daher jetzt2
̺nm = ̺nδnm (II.28)mit den Diagonalelementen
̺n =

1

Z
e−βEn . (II.29)Der Normierungsfaktor Z = ZN (β) ist die kanonishe N -Teilhen-Zustandssumme:

ZN (β) =
∑

n

e−βEn , (II.30)2Das hier gegebene Argument ist arg verkürzt: Be�ndet sih das System im thermishen Kontakt mit seiner Umge-bung, hat man zunähst die Dihtematrix von �System + Umgebung� zu betrahten und dann die niht interessierendenFreiheitsgrade der Umgebung �auszuspuren�; die derart �reduzierte� Dihtematrix des Systems erhält shlieÿlih die Dia-gonalform (II.29). Die systematishe Untersuhung niht-isolierter quantenmehanisher Systeme stellt ein hohaktuellesund sih rasant entwikelndes Forshungsgebiet dar. Siehe dazu z.B. H. P. Breuer / F. Petruione: The Theory of OpenQuantum Systems (Oxford University Press, 2002).



II.2. DER DICHTEOPERATOR FÜR DIE VERSCHIEDENEN ENSEMBLES 57wobei sih die Summation über alle Energie-Eigenzustände des Systems erstrekt, entartete Eigen-werte also gemäÿ ihrer Multiplizität berüksihtigt werden müssen. In der Energiebasis besitzt derDihteoperator daher die Spektraldarstellung
̺ =

∑

n

|ϕn〉
e−βEn

ZN (β)
〈ϕn| , (II.31)also kurz

̺ =
e−βH

ZN(β)

=
e−βHtr e−βH

. (II.32)Der �kanonishe� Erwartungswert einer physikalishen Observablen A erhält damit die Form
〈A〉 = tr (̺A)

=
tr (A e−βH)tr e−βH

. (II.33)
• Eine interessante Beobahtung: Die Spektraldarstellung des niht-normierten kanonishenDihteoperators e−βH , also

e−βH =
∑

n

e−βEn |ϕn〉 〈ϕn| , (II.34)erinnert an die aus der Quantenmehanik bekannte Spektraldarstellung des Operators e−iHt/h̄,der die durh den Hamiltonoperator H generierte Zeitentwiklung beshreibt:
e−iHt/h̄ =

∑

n

e−iEnt/h̄ |ϕn〉 〈ϕn| . (II.35)O�enbar entspriht hier die inverse Temperatur β einer �imaginären Zeit�; Gl. (II.35) geht ausGl. (II.34) durh die Ersetzung β → it/h̄ hervor.II.2.3 Das groÿkanonishe EnsembleDie groÿkanonishe Gleihgewihts-Dihtematrix operiert auf einem Hilbertraum mit variabler Teil-henzahlN , um dem Teilhenaustaush des Systems mit seiner Umgebung Rehnung tragen zu können,und muÿ daher niht nur mit dem Hamiltonoperator Ĥ , sondern auh mit dem Teilhenzahloperator N̂kommutieren:
̺ =

1

Z(β, V, µ)
exp
(
−β(Ĥ − µN̂)

)
, (II.36)



58 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKwobei nun als Normierungsfaktor die groÿkanonishe Zustandssumme auftritt:
Z(β, V, µ) = tr(e−β(Ĥ−µN̂)

)

=
∑

n,N

e−β(En−µN)

=
∑

N

eβµN
∑

n

e−βEn . (II.37)Bei der Spurbildung ist hier über alle Indizes zu summieren, die die Basiszustände harakterisieren,also über den Zustandsindex n und den Teilhenzahlindex N . In der letzten Zeile ist die zweite Summeüber die durh n indizierten quantenmehanishen Zustände des Systems bei fester Teilhenzahl Nauszuführen (d.h. bei festem Eigenwert des Teilhenzahloperators N̂), liefert also die kanonishe N -Teilhen-Zustandssumme ZN (β). De�niert man nun die Fugazität
z ≡ eβµ , (II.38)so erhält Gl. (II.37) die wihtige Form
Z(β, V, µ) =

∑

N

zNZN (β) . (II.39)Die groÿkanonishe Zustandssumme Z(β, V, µ) kann daher als erzeugende Funktion der kanonishenZustandssummen ZN (β) aufgefaÿt werden: Z ist eine Potenzreihe in der Fugazität z, deren Koe�zentendurh die kanonishen Zustandssummen gegeben werden. Der �groÿkanonishe� Erwartungswert einerObservablen A lautet shlieÿlih nah bekanntem Muster
〈A〉 =

1

Z(β, V, µ)
tr(A e−β(Ĥ−µN̂)

)
. (II.40)II.3 Beispiele für den Umgang mit dem DihteoperatorII.3.1 Ein Elektron im MagnetfeldDer Spin eines Elektrons wird bekanntlih durh den Operator ~s = h̄

2~σ beshrieben, wobei der Vektor
~σ = (σx, σy , σz)

t aus den Pauli-Spinmatrizen gebildet wird. In der Standarddarstellung gilt
σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (II.41)Diesem Elektonenspin entspriht das magnetishe Dipolmoment

~m = −gµB
~s

h̄
, (II.42)



II.3. BEISPIELE FÜR DEN UMGANG MIT DEM DICHTEOPERATOR 59wobei g = 2.002 319 . . . den g-Faktor des freien Elektrons3 und µB = eh̄
2me

= 0.92741 · 10−23 Am2 dasBohrshe Magneton bezeihnen. (Beahte: Die Elementarladung e ist konventionsgemäÿ positiv; dasElektron trägt also die Ladung −e .) Die Energie eines solhen Momentes in einem Magnetfeld ~B wirdbeshrieben durh den Hamiltonoperator
H = −~m · ~B = +

g

2
µB

~B · ~σ . (II.43)Ist also das ~B-Feld in z-Rihtung orientiert, hat man mit g ≈ 2 einfah
H = µBBσz . (II.44)Es wird jetzt angenommen, daÿ sih der betrahtete Spin im thermishen Kontakt mit einer Umgebungder Temperatur T be�ndet. Die �thermishe Wimmelbewegung� der Umgebung wirkt dann in zufälligerWeise auf den Spin ein, wobei die Energie dieser Wehselwirkung die Gröÿenordnung kBT besitzt,während das Magnetfeld den Spin in Feldrihtung zu orientieren trahtet. Da die harakteristisheEnergie der Spin-Magnetfeld-Wehselwirkung durh µBB gegeben wird, sollte für kBT ≪ µBB diethermishe Umgebung die Ausrihtung des Spins niht wesentlih stören können, wogegen sie für

kBT ≫ µBB dominiert und die Ausrihtung des Spins praktish zufällig wird.Dieser Wettstreit zwishen der ausrihtenden Tendenz des Magnetfeldes und der �randomisierenden�Tendenz der Umgebung wird durh die kanonishe Dihtematrix beshrieben: Man hat hier
̺ =

e−βHtr e−βH

=
1

e−βµBB + eβµBB

(
e−βµBB 0

0 eβµBB

)
. (II.45)Der Erwartungswert der z-Komponente des magnetishen Momentes in Gegenwart des Magnetfeldesund der thermishen Umgebung lautet daher gemäÿ Gl. (II.33) und Gl. (II.42)

〈mz〉 = −µB〈σz〉
= −µB tr (̺σz)

=
−µB

e−βµBB + eβµBB
tr( e−βµBB 0

0 −eβµBB

)

= µB
eβµBB − e−βµBB

eβµBB + e−βµBB

= µB tanh(βµBB) . (II.46)3Die Berehnung des sogenannten anomalen magnetishen Momentes des Elektrons im Rahmen der Quantenelektro-dynamik sowie seine präzise Messung gehört zu den wohl beeindrukendsten Leistungen der Physik. Die gegenwärtiggenaueste Messung liefert den Wert g/2 = 1.001 159 652 180 85(76). Siehe dazu B. Odom, D. Hanneke, B. D'Urso undG. Gabrielse, New Measurement of the Eletron Magneti Moment Using a One-Eletron Quantum Cylotron, PhysialReview Letters 97, 030801 (2006).



60 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDieses Ergebnis spiegelt genau die Erwartung wider: Da tanh(x) ≈ 1 für x≫ 1, �ndet man bei �tiefen�Temperaturen eine praktish vollständige Ausrihtung des Spins,
〈mz〉 ≈ µB für kBT ≪ µBB , (II.47)bei �hohen� dagegen nur eine geringe,
〈mz〉 ≈

µ2
BB

kBT
für kBT ≫ µBB , (II.48)wobei tanh(x) ≈ x für |x| ≪ 1 benutzt wurde.Der Erwartungswert (II.46) kann auh ohne Rükgri� auf die Dihtematrix direkt aus der Zustandss-umme erhalten werden: Man hat zunähst die Exponentialreihe

e−βH = exp
(
− βµBBσz

)

=

∞∑

j=0

1

j!
(−βµBB)j σj

z

=
∑

j gerade

1

j!
(βµBB)j

1 −
∑

j ungerade

1

j!
(βµBB)j σz

= cosh(βµBB)1− sinh(βµBB)σz . (II.49)Die Spur dieser 2 × 2-Matrix, also die kanonishe Zustandssumme des Spins, lautet daher
Z1(β) = tr e−βH = 2 cosh(βµBB) , (II.50)wie es sein muÿ, da sih die Zustandssumme auh durh Summation der Eigenwerte von e−βH , hier also

e±βµBB , berehnet. Der kanonishe Erwartungswert des Momentes kann daraus in genauer Analogiezum Vorgehen bei der Berehnung der mittleren Energie in Gl. (I.105) durh Ableiten bestimmt werden:
〈mz〉 = −µB

tr (σze
−βH)tr e−βH

= −µB
tr (σze

−βµBBσz )tr e−βµBBσz

=
1

β

∂

∂B
lnZ1(β)

=
1

β

2 sinh(βµBB)

2 cosh(βµBB)
βµB

= µB tanh(βµBB) , (II.51)in Übereinstimmung mit dem vorherigen Resultat (II.46).Auf ähnlihe Weise lassen sih auh in vielen anderen Anwendungen die gesuhten quantenstatistishenErwartungswerte (sowie höhere Momente der kanonishen Verteilung) direkt aus geeigneten Ableitun-gen der Zustandssumme bestimmen. (Übungsaufgaben! )



II.3. BEISPIELE FÜR DEN UMGANG MIT DEM DICHTEOPERATOR 61II.3.2 Das freie TeilhenBetrahtet wird nun ein freies Teilhen in einer thermishen Umgebung der Temperatur T , also etwa einGasatom der Spezies A mit der Masse m, das sih durh ein Gas von Teilhen einer anderen Spezies Bbewegt, wobei sih dieses B-Gas im thermishen Gleihgewiht be�ndet und die Temperatur T besitzt.Die fortwährenden Stöÿe des A-Atoms mit den B-Teilhen entsprehen einer zufälligen Störung, derenharakteristishe Energieskala durh kBT gegeben und deren Auswirkung auf das A-Teilhen mit Hilfeseiner kanonishen Dihtematrix beshrieben wird.Da das A-Teilhen niht wirklih �frei� sein, sondern zusammen mit dem B-Gas in einem (evtl. sehrgroÿen) Behälter eingeshlossen sein wird, wird zunähst ein �Quantisierungsvolumen� V = L3 einge-führt; für dieses Volumen werden periodishe Randbedingungen gefordert. Dieses Vorgehen ist o�enbardann sinnvoll, wenn das Volumen V als so groÿ angenommen werden darf, daÿ die willkürlih gewähl-ten Randbedingungen keinen Ein�uÿ auf das Resultat haben � was wiederum voraussetzt, daÿ auhdas reale physikalishe Volumen des Behälters, in dem sih das Gas be�ndet, �hinreihend groÿ� ist.Die Energie-Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung sind dann ebene Wellen,
ϕE(r) =

1√
V

eik·r . (II.52)Die Wellenzahlvektoren k erhalten aufgrund der periodishen Randbedingungen die Gestalt
k =

2π

L
n , (II.53)wobei der Vektor n nur ganzzahlige Komponenten besitzt: nx,y,z = 0,±1,±2, . . . . Die zugehörigenEnergie-Eigenwerte lauten dementsprehend

E =
h̄2

k
2

2m
=

(2πh̄)2

2mL2

(
n2

x + n2
y + n2

z

)
. (II.54)In der Ortsdarstellung besitzt der Zähler der Dihtematrix die allgemeine Form

〈r|e−βH |r′〉 =
∑

E

〈r|E〉 e−βE 〈E|r′〉

=
∑

E

e−βEϕE(r)ϕ∗E(r′) ; (II.55)unter Verwendung der Eigenfunktionen (II.52) erhält man daraus sofort
〈r|e−βH |r′〉 =

1

V

∑

k

exp

(
−βh̄

2
k

2

2m
+ ik · (r − r

′)

)
. (II.56)Wenn hier die Summanden nur langsam variieren, kann die Summe durh ein Integral ersetzt werden.Nun ist nah Gl. (II.54)

βh̄2
k

2

2m
=

(2πh̄)2

2mkBTL2

(
n2

x + n2
y + n2

z

)
; (II.57)



62 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKdie Forderung nah �langsamer Variation� der Summanden verlangt daher mindestens (2πh̄)2

2mkBT ≪ L2,oder kurz
λ≪ L , (II.58)wobei
λ =

2πh̄√
2πmkBT

(II.59)die shon bei der Berehnung der kanonishen N -Teilhen-Zustandssumme (I.107) des klassishenidealen Gases eingeführte thermishe Wellenlänge bezeihnet. Diese Voraussetzung λ ≪ L für dieUmwandlung der Summe (II.56) in ein Integral entspriht o�enbar einer Bedingung an die Temperatur:Die Temperatur muÿ so hoh sein, daÿ die zugehörige thermishe Wellenlänge deutlih kleiner bleibtals die Kantenlänge L des �ktiven Quantisierungsvolumens V = L3, also erst reht auh kleiner alsdie Ausdehnung des tatsählihen Behälters, der das Gas einshlieÿt. Wenn diese Voraussetzung nihterfüllt ist und das Teilhen aufgrund seiner groÿen thermishen Wellenlänge den Einshluÿ in einenBehälter �spürt�, ist niht nur die Umwandlung der Summe (II.56) in ein Integral niht erlaubt, sondernbereits die Verwendung eines Quantisierungsvolumens mit den mathematish bequemen periodishenRandbedingungen physikalish falsh: In diesem Fall muÿ die Darstellung (II.55) des Dihteoperatorsmit den exakten Energie-Eigenfunktionen für die tatsählihe Behältergeometrie mit den physikalishvorgegebenen Randbedingungen ausgewertet werden, so daÿ dann �Rande�ekte� (z.B. die genaue Formdes Gasbehälters) einen erheblihen Ein�uÿ haben können. Bei hinreihend hohen Temperaturen, beidenen die Bedingung (II.58) erfüllt ist, ist die Situation viel einfaher: Nun wird für die Ersetzung derSumme (II.56) durh ein Integral gemäÿ dem Shema
∑

k

. . . →
∫

d3
k g(k) . . . (II.60)lediglih die mittlere Zustandsdihte g(k) benötigt, die angibt, wieviele Quantenzustände ein gegebenesVolumen im k-Raum beinhaltet. Im Falle des �freien� Teilhens in einem Kubus V = L3 mit periodi-shen Randbedingungen ist diese Zustandsdihte sehr leiht zu ermitteln: Wegen der Form (II.53)der erlaubten Wellenzahlvektoren entsprehen die zugehörigen Energie-Eigenzustände im k-Raum denPunkten eines kubishen Gitters mit der Gitterkonstanten 2π/L; das Volumen, das jeder einzelne Zu-stand im k-Raum beanspruht, ist also das Volumen (2π/L)3 = (2π)3/V einer Elementarzelle diesesGitters. Die gesuhte Zustandsdihte ist o�enbar der Kehrwert hiervon,

g(k) =
V

(2π)3
; (II.61)folglih erhält die shematishe Ersetzungsvorshrift (II.60) die konkrete Gestalt

1

V

∑

k

. . . → 1

(2π)3

∫
d3

k . . . . (II.62)



II.3. BEISPIELE FÜR DEN UMGANG MIT DEM DICHTEOPERATOR 63Bei Anwendung auf die Summe (II.56) ergeben sih nun die Matrixelemente
〈r|e−βH |r′〉 =

1

(2π)3

∫
d3

k exp

(
−βh̄

2
k

2

2m
+ ik · (r − r

′)

)
. (II.63)Dieses dreidimensionale Integral zerfällt in drei gleihe Gauÿintegrale. Die quadratishe Ergänzungz.B. in der x-Komponente führt auf

−βh̄
2

2m

[
k2

x − 2m

βh̄2 ikx (x− x′) +

(
im

βh̄2

)2

(x − x′)2
]
− m

2βh̄2 (x− x′)2 , (II.64)also �ndet man mit Gl. (I.116) sofort
〈r|e−βH |r′〉 =

1

(2π)3

(
2mπ

βh̄2

)3/2

exp

(
− m

2βh̄2 (r − r
′)2
)

=

(
m

2πβh̄2

)3/2

exp

(
− m

2βh̄2 (r − r
′)2
)

=
1

λ3
exp

(
−π (r − r

′)2

λ2

)
. (II.65)Hier wurde in der letzten Zeile erneut die thermishe Wellenlänge (II.59) herangezogen und die einfaheUmformung

m

2βh̄2 =
4π2mkBT

2(2πh̄)2
= π

2πmkBT

(2πh̄)2
= π

1

λ2
(II.66)benutzt. Für die Normierung der Dihtematrix benötigt man nun noh die Zustandssumme, die wieüblih durh Spurbildung erhalten wird:

Z1(β) = tr e−βH

=

∫
d3

r 〈r|e−βH |r〉

= V

(
m

2πβh̄2

)3/2

=
V

λ3
. (II.67)Aus den Gln. (II.65) und (II.67) erhält man shlieÿlih die gesuhte Ortsdarstellung des normiertenDihteoperators eines freien Teilhens, nämlih

〈r|̺|r′〉 =
〈r|e−βH |r′〉tr e−βH

=
1

V
exp

(
−π (r − r

′)2

λ2

)
. (II.68)



64 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDie Diagonalelemente 〈r|̺|r〉 = 1/V dieser �Matrix� sind von r unabhängig; sie geben die konstanteWahrsheinlihkeitsdihte dafür an, das Teilhen an einem gegebenen Ort innerhalb des Quantisierungs-volumens zu �nden. Da in Gl. (II.68) niht die Energiedarstellung verwendet wird, sind die Nihtdiago-nalelemente hier von Null vershieden. Allerdings ist die Dihtematrix symmetrish, 〈r|̺|r′〉 = 〈r′|̺|r〉für r 6= r
′. Diese Nihtdiagonalelemente beshreiben o�enbar quantenmehanishe Korrelationen zwi-shen den Orten r und r

′. Daher erhält die thermishe Wellenlänge λ eine überaus wihtige Inter-pretation: Sie entspriht nah Gl. (II.68) derjenigen Längensskala, auf der die quantenmehanishenKorrelationen, und damit die Kohärenz der Wellenfunktion, als Folge der Wehselwirkung des Teil-hens mit der thermishen Umgebung �zerfallen�. Im Hohtemperatur-Grenzfall T → ∞ erhält man
λ→ 0, entsprehend einem �klassishen�, niht interferenzfähigen Teilhen; die Dihtematrix wird dann�diagonal�.

• Die Untersuhung des Verlustes der quantenmehanishen Kohärenz eines Systems aufgrundder Wehselwirkung mit seiner �Umgebung� ist in jüngerer Zeit wieder zu einem hohaktuellenForshungsgebiet geworden, da einerseits bedeutende experimentelle Fortshritte bei der kohä-renten Kontrolle von Quantensystemen erzielt werden konnten, andererseits aber praktish keinSystem von seiner Umgebung völlig abgekoppelt werden kann. Für die Realisierung eines Quan-tenomputers, dessen Wirkungsweise auf der kohärenten Manipulation sehr vieler vershränkterZwei-Niveau-Systeme (sogenannter �qubits�) beruht, ist ein genaues Verständnis der �System-Umgebung-Wehselwirkung� sowie der daraus resultierenden kohärenzzerstörenden Prozesse eineentsheidend wihtige Voraussetzung.Die Berehnung des Erwartungswertes der Energie des mit der thermishen Umgebung wehselwirken-den freien quantenmehanishen Teilhens erfolgt nun gemäÿ Gl. (I.105) durh Ableiten der Zustands-summe (II.67):
〈E〉 = − ∂

∂β
ln tr e−βH

= − ∂

∂β
ln

(
V

(
m

2πh̄2β

)3/2
)

= − ∂

∂β
lnβ−3/2

=
3

2
kBT, (II.69)was genau mit dem bereits bekannten klassishen Resultat (I.122) übereinstimmt. Das war shon deswe-gen klar, da die quantenmehanishe Ein-Teilhen-Zustandssumme (II.67) genau dem Resultat (I.107)für das klassishe ideale N -Teilhen-Gas entspriht; auf der klassishen Ebene gilt ja die einfaheBeziehung

ZN (β) =
1

N !

(
Z1(β)

)N
. (II.70)



II.3. BEISPIELE FÜR DEN UMGANG MIT DEM DICHTEOPERATOR 65Die genaue Korrespondenz der klassishen und der quantenmehanishen kanonishen Zustandssummefür ein freies Teilhen ist niht überrashend, denn die Verwendung der Vorshrift (II.62), die ihrer-seits aus den �Zustandszellen� der Gröÿe (2π)3/V im k-Raum eines freien Teilhens mit periodishenRandbedigungen ershlossen wurde, entspriht genau der längst erprobten Verwendung von Phasen-raumzellen der Gröÿe (2πh̄)3 zur Abshätzung der Zahl der Zustände im klassishen Fall. Leistet diequantenmehanishe Theorie daher lediglih die Reproduktion der klassishen Aussagen? Keineswegs.Zum einen muÿ noh einmal darauf hingewiesen werden, daÿ die �Kontinuumsapproximation� (II.62)nur bei hinreihend hohen Temperaturen gültig ist; bei kleinen Temperaturen, bei denen die thermisheWellenlänge mit den Abmessungen des physikalishen Behälters vergleihbar wird und kBT nur nohvon der Gröÿenordnung der typishen Abstände der Energieniveaus des eingesperrten Teilhens ist,führt die genauere Auswertung der Gl. (II.55) auf wellenmehanishe Abweihungen vom klassishenResultat. Zum anderen sind Abweihungen bereits dann zu erwarten, wenn in einem Gas identisherTeilhen die thermishe Wellenlänge die Gröÿenordnung des mittleren Teilhenabstandes erreiht, sodaÿ sih die prinzipielle quantenmehanishe Ununtersheidbarkeit der Teilhen bemerkbar mahenkann. Das ist der Grund, warum in diesem Abshnitt ein �A-Teilhen in einem B-Gas� betrahtetwurde: Wäre das Teilhen von der gleihen Spezies wie das �Umgebungsgas� gewesen, hätte die quan-tenmehanishe Ununtersheidbarkeit von vorneherein die Behandlung des vollen N -Teilhen-Systemserfordert!II.3.3 Der harmonishe OszillatorEin sehr wihtiges System, für das die kanonishe Dihtematrix in geshlossener Form angegebenwerden kann, ist der eindimensionale harmonishe Oszillator, beshrieben durh den üblihen Hamil-tonoperator
H = − h̄2

2m

d2

dq2
+

1

2
mω2q2 . (II.71)Dabei ist m die Masse des Oszillatorteilhens und ω seine Kreisfrequenz; q bezeihnet die Oszillator-koordinate. Wie aus der Quantenmehanik bekannt, besitzt dieses System ein äquidistantes Spektrummit den Energieeigenwerten

En = h̄ω

(
n+

1

2

) mit n ≥ 0 ; (II.72)die zugehörigen Eigenfunktionen haben die Gestalt
ϕn(q) =

(mω
πh̄

)1/4 Hn(ξ)

(2nn!)1/2
e−

1

2
ξ2

. (II.73)Hier wurde auf der rehten Seite die dimensionslose Variable
ξ =

q√
h̄

mω

(II.74)



66 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKverwendet, also die physikalishe Längenvariable q in Vielfahen der �Oszillatorlänge� √h̄/(mω) aus-gedrükt, und
Hn(ξ) = (−1)n eξ2

(
d

dξ

)n

e−ξ2 (II.75)bezeihnet die bekannten Hermite-Polynome der Ordnung n. Die Berehnung der kanonishen Dihte-matrix für dieses System erfordert einige Mühe, soll hier aber dennoh in allen Einzelheiten durh-geführt werden, da der mit einer thermishen Umgebung wehselwirkende harmonishe Oszillator fürviele Anwendungen insbesondere in der modernen Quantenoptik von fundamentaler Bedeutung ist.Ausgangspunkt ist erneut die Spektralsumme (II.55) für die Matrixelemente von e−βH :
〈q|e−βH |q′〉 =

∞∑

n=0

e−βEnϕn(q)ϕn(q′)

=
(mω
πh̄

)1/2

e−
1

2
(ξ2+ξ′2)

∞∑

n=0

e−βh̄ω(n+1/2) Hn(ξ)Hn(ξ′)
2nn!

, (II.76)wobei die Eigenfunktionen (II.73) herangezogen wurden. Für die Auswertung dieser Summe be-nutzt man nun ein Verfahren, das häu�g zum Ziel führt, wenn Summen über spezielle Funktio-nen der mathematishen Physik berehnet werden müssen: Derartige Funktionen besitzen häu�gIntegraldarstellungen, die unter dem Summenzeihen eingesetzt werden können; den entsheidendenrehentehnishen Vorteil erzielt man dann durh die Vertaushung von Summation und Integration.Im vorliegenden Fall verwendet man die Integraldarstellung
Hn(ξ) =

eξ2

√
π

∫ +∞

−∞
du (−2iu)n e−u2+2iξu (II.77)der Hermite-Polynome. Einsetzen in Gl. (II.76) und Vertaushen der Summation mit beiden Inte-grationen liefert sofort

〈q|e−βH |q′〉 =
(mω
πh̄

)1/2 e+ 1

2
(ξ2+ξ′2)

π

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞
dv

×
∞∑

n=0

(−2uv)n

n!
e−(n+1/2)βh̄ω e−u2−v2+2iξu+2iξ′v . (II.78)Die hier auftauhende Summe über n kann auf eine Exponentialreihe zurükgeführt werden:

∞∑

n=0

1

n!
(−2uv)n e−(n+1/2)βh̄ω = e−

1

2
βh̄ω

∞∑

n=0

(−2uv e−βh̄ω)n

n!

= e−
1

2
βh̄ω exp

(
−2uv e−βh̄ω

)
. (II.79)



II.3. BEISPIELE FÜR DEN UMGANG MIT DEM DICHTEOPERATOR 67Der Integrand für die u-v-Integration in Gl. (II.78) wird damit die Exponentialfunktion einer quadra-tishen Form, nämlih
e−

1

2
βh̄ω exp

(
−u2 − v2 − 2uv e−βh̄ω + 2iξu+ 2iξ′v

)
≡ e−

1

2
βh̄ω exp

(
−1

2
xtAx+ ibtx

)
, (II.80)wobei die Abkürzungen

x =

(
u

v

)
, A = 2

(
1 e−βh̄ω

e−βh̄ω 1

)
, b =

(
2ξ

2ξ′

) (II.81)eingeführt wurden. Die verbleibende Aufgabe besteht also in der Berehnung eines zweidimensionalenGauÿintegrals.
• Dazu wird das Integral

I =

∫
dnx exp

(
−1

2
xtAx + ibtx

) (II.82)betrahtet, wobei x ∈ R
n, ebenso auh b ∈ R

n, und A eine positiv de�nite, symmetrishe n× n-Matrix sein soll. Setzt man nun x = y + iz, erhält man
−1

2
xtAx + ibtx = −1

2
(y + iz)tA(y + iz) + ibt(y + iz)

= −1

2
ytAy − iytAz +

1

2
ztAz + ibty − btz . (II.83)Die spezielle Wahl z = A−1b ergibt dann

−1

2
xtAx + ibtx = −1

2
ytAy − 1

2
btA−1b , (II.84)so daÿ

I = exp

(
−1

2
btA−1b

)∫
dny exp

(
−1

2
ytAy

)
. (II.85)Nah einer orthogonalen Transformation, die A auf Hauptahsen bringt, faktorisiert das Integralin n einfahe Gauÿintegrale (I.116):

∫
dny exp

(
−1

2
ytAy

)
=

n∏

j=1

∫
dyj e−

1

2
ajy2

j

=

n∏

j=1

√
2π

aj

=
(2π)n/2

(detA)1/2
, (II.86)



68 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKwobei aj (j = 1, . . . , n) die positiven Eigenwerte von A bezeihnet; deren Produkt ergibt dieDeterminante detA. Damit �ndet man für das Integral (II.82) insgesamt den Ausdruk
I =

(2π)n/2

(detA)1/2
exp

(
−1

2
btA−1b

)
. (II.87)Im vorliegenden Fall (II.80) ist n = 2 und A durh Gl. (II.81) gegeben. Man berehnet leiht

detA = 4
(
1 − e−2βh̄ω

) (II.88)und
A−1 =

1

2
(
1 − e−2βh̄ω

)
(

1 −e−βh̄ω

−e−βh̄ω 1

)
, (II.89)also liefert die Durhführung der Integrationen über u und v in Gl. (II.78) zunähst die noh etwasunhandlihen Matrixelemente

〈q|e−βH |q′〉 =
(mω
πh̄

)1/2 e
1

2
(ξ2+ξ′2)

π

2π e−
1

2
βh̄ω

2
(
1 − e−2βh̄ω

)1/2
exp

(
−1

2
btA−1b

)

=
(mω
πh̄

) 1

2 e−
1

2
βh̄ω

(
1 − e−2βh̄ω

)1/2

× exp

(
1

2

(
ξ2 + ξ′2

)
− 1

1 − e−2βh̄ω

(
ξ2 − 2ξξ′e−βh̄ω + ξ′2

))
. (II.90)Damit ist die �eigentlihe� Rehnung abgeshlossen; es folgen noh einige �kosmetishe� Umformungen:Man hat

(
e−βh̄ω

1 − e−2βh̄ω

)1/2

=
1

(
2 sinh(βh̄ω)

)1/2
(II.91)und

−2ξξ′ e−βh̄ω

1 − e−2βh̄ω
=

−ξξ′
sinh(βh̄ω)

, (II.92)ebenso auh
1

2
(ξ2 + ξ′2) − ξ2 + ξ′2

1 − e−2βh̄ω
=

(1 − e−2βh̄ω − 2)(ξ2 + ξ′2)

2 (1 − e−2βh̄ω)

= −1

2

1 + e−2βh̄ω

1 − e−2βh̄ω
(ξ2 + ξ′2)

= −1

2
coth(βh̄ω) (ξ2 + ξ′2) . (II.93)



II.3. BEISPIELE FÜR DEN UMGANG MIT DEM DICHTEOPERATOR 69Mit diesen Beziehungen folgt nun
〈q|e−βH |q′〉 =

(
mω

2πh̄ sinh(βh̄ω)

)1/2

exp

(
−1

2
(ξ2 + ξ′2) coth(βh̄ω) +

ξξ′

sinh(βh̄ω)

)
. (II.94)Die weiteren Umformungen zielen darauf ab, nur die Summe (ξ + ξ′) und die Di�erenz (ξ − ξ′) alsArgumente zu erhalten:

−1

2
(ξ2 + ξ′2) cothα+

ξξ′

sinhα
= −1

4

[
(ξ2 + 2ξξ′ + ξ′2)

(
cothα− 1

sinhα

)

+ (ξ2 − 2ξξ′ + ξ′2)

(
cothα+

1

sinhα

)]
. (II.95)Beahtet man nun noh die trigonometrishen Identitäten

cothα− 1

sinhα
= tanh

α

2und
cothα+

1

sinhα
= coth

α

2
,so erhält man shlieÿlih die gesuhten Matrixelemente von e−βH in der in der Literatur übliherweiseangegebenen Form

〈q|e−βH |q′〉 =

(
mω

2πh̄ sinh(βh̄ω)

)1/2

× exp

(
−mω

4h̄

[
(q + q′)2 tanh

(
1

2
βh̄ω

)
+ (q − q′)2 coth

(
1

2
βh̄ω

)])
, (II.96)wobei die dimensionslosen Variablen ξ und ξ′ gemäÿ der Skalierung (II.74) wieder auf die physikalishenGröÿen q und q′ zurükgeführt wurden.Für die Normierung der Dihtematrix nah Gl. (II.32) wird nun die Spur des Zählers (II.96) benötigt,die sih durh �Summation� über die Diagonalelemente ergibt:tr e−βH =

∫
dq 〈q|e−βH |q〉

=

(
mω

2πh̄ sinh(βh̄ω)

)1/2
(

π 4h̄

mω 4 tanh
(

1
2βh̄ω

)
)1/2

. (II.97)Unter Benutzung der Identität
sinhα tanh

α

2
= 2 sinh

α

2
cosh

α

2

sinh α
2

cosh α
2

= 2 sinh2 α

2



70 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKund des Spektrums (II.72) erhält man daraus, wie erwartet,tr e−βH =
1

2 sinh
(

1
2βh̄ω

)

=
e−

1

2
βh̄ω

1 − e−βh̄ω

= e−
1

2
βh̄ω

∞∑

n=0

e−nβh̄ω

=

∞∑

n=0

e−βEn , (II.98)so daÿ die vertraute Form (II.30) der kanonishen Zustandssumme zurükerhalten wird. Man beahteaber, daÿ diese Zustandssumme hier mit Hilfe der �Spurformel� (II.97) berehnet werden konnte, ohnedie explizite Form (II.72) des Oszillatorspektrums zu benutzen!Die Wahrsheinlihkeitsdihte dafür, das mit einer thermishen Umgebung der Temperatur T wehsel-wirkende Oszillatorteilhen am Ort q zu �nden, wird durh das Diagonalelement 〈q|̺|q〉 der normiertenDihtematrix ̺ = e−βH/tr e−βH gegeben:
〈q|̺|q〉 =

(
mω

πh̄
tanh

(
1

2
βh̄ω

))1/2

exp

(
−mωq

2

h̄
tanh

(
1

2
βh̄ω

))
. (II.99)Für βh̄ω ≪ 1, d.h. im Hohtemperaturfall h̄ω ≪ kBT , in dem das thermishe Energieäquivalent kBTsehr groÿ im Vergleih zum Abstand h̄ω der Energie-Eigenwerte des Oszillators ist, kann die lineareNäherung tanh

(
1
2βh̄ω

)
≈ 1

2βh̄ω verwendet werden. Damit fällt die Plankshe Konstante heraus; esbleibt die Boltzmannshe Verteilung
〈q|̺|q〉 =

(
mω2

2πkBT

)1/2

exp

(
−mω

2q2

2kBT

)
, (II.100)in der die potentielle Energie des Oszillatorteilhens am Ort q in das Verhältnis zu kBT gesetzt undwie üblih exponentiell gewihtet wird. Wenn also die Energieportionen, die das Oszillatorteilhen mitseiner Umgebung austausht, so groÿ sind, daÿ die �Körnigkeit� des Oszillatorspektrums keine Rollemehr spielt, verhält sih das System rein klassish.In entgegengesetzten Tieftemperatur-Grenzfall, also für βh̄ω ≫ 1 oder h̄ω ≫ kBT , gilt in guter Nähe-rung tanh

(
1
2βh̄ω

)
≈ 1, und daher

〈q|̺|q〉 =
(mω
πh̄

)1/2

exp

(
−mωq

2

h̄

)
= |ϕ0(q)|2 . (II.101)In diesem Fall sind die von der Umgebung zur Verfügung gestellten Energiemengen im Mittel zuklein, um den Oszillator anregen zu können, so daÿ er im Grundzustand mit der Wellenfunktion ϕ0(q)



II.4. SYSTEME UNUNTERSCHEIDBARER TEILCHEN 71verbleibt; die Wahrsheinlihkeitsdihte für den Aufenthalt bei q wird dann rein quantenmehanishdurh das Quadrat dieser Wellenfunktion bestimmt.Auh ein Blik auf die Nihtdiagonalelemente der Dihtematrix des Oszillators ist lohnend: ImHohtemperaturfall �ndet man
〈q|̺|q′〉 =

(
mω2

2πkBT

)1/2

exp

(
− mω2

8kBT
(q + q′)2 − mkBT

2h̄2 (q − q′)2
)
. (II.102)Da nun, wie bereits aus Gl. (II.66) bekannt, mkBT/(2h̄

2) = π/λ2, wird auh hier die Längenskala fürden thermish induzierten Zerfall quantenmehanisher Korrelationen zwishen den Orten q und q′durh die thermishe Wellenlänge (II.59) gesetzt. Im Tieftemperaturlimes ist dagegen
〈q|̺|q′〉 =

(mω
πh̄

)1/2

exp
(
−mω

2h̄
(q2 + q′2)

)
, (II.103)woraus sih z.B. 〈q|̺|q〉 = 〈q|̺| − q〉 ergibt. In diesem Fall hat die Umgebung keinen Ein�uÿ mehr;die Summe (II.76) reduziert sih auf den Grundzustandsterm n = 0 und das System be�ndet sih ineinem reinen Zustand. Folglih wird die Dihtematrix nah Normierung durh das Produkt

〈q|̺|q′〉 = ϕ0(q)ϕ0(q
′) (II.104)gegeben, hat also erkennbar die für einen reinen Zustand erwartete Projektoreigenshaft.II.4 Systeme ununtersheidbarer TeilhenDas Beispiel des harmonishen Oszillators zeigt, wie sih die diskrete Natur eines quantenmehanishenSpektrums bei tiefen Temperaturen bemerkbar maht: Wenn das thermishe Energieäquivalent kBT ,also die typishe Gröÿe der Energieportionen, mit denen die Umgebung an dem System �angreift�,niht mehr ausreiht, um die quantenmehanishen Niveauabstände zu überbrüken, wird die thermi-she Anregung des Systems unterbunden. Dieser E�ekt ist z.B. verantwortlih für das Vershwindenvon Wärmekapazitäten bei Annäherung an den Temperatur-Nullpunkt. Es gibt darüber hinaus noheine zweite Quelle von Untershieden zwishen der klassishen und der quantenmehanishen Sta-tistik, nämlih die prinzipielle Ununtersheidbarkeit identisher quantenmehanisher Teilhen. DieseUnuntersheidbarkeit führt sogar in einem System idealer Teilhen, dessen Hamiltonoperator keinWehselwirkungspotential enthält, zu Korrelationen zwishen den Teilhen.Der Hamiltonoperator H eines solhen Systems idealer identisher Teilhen ist stets eine Summe von�Einteilhen-Operatoren�,

H =

N∑

i=1

Hi , (II.105)wobei Hi nur auf die Koordinaten des i-ten Teilhens wirkt.
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• Ein typishes Beispiel liefert der Hamiltonoperator eines freien idealen Gases, der sih additivaus den Operatoren der kinetishen Energie der einzelnen N Teilhen zusammensetzt:

H = − h̄2

2m

N∑

i=1

∆i , (II.106)wobei ri = (xi, yi, zi)
t der Ortsvektor des i-ten Teilhens ist, und

∆i =
∂2

∂x2
i

+
∂2

∂y2
i

+
∂2

∂z2
i

(II.107)der auf die Koordinaten dieses Teilhens wirkende Laplae-Operator.Die Einteilhen-Operatoren legen die Einteilhen-Energieniveaus ε und die zugehörigen �Einteilhen-Orbitale� ϕε(ri) als Lösungen des zugehörigen stationären Einteilhen-Eigenwertproblems fest:
Hiϕε(ri) = εϕε(ri) . (II.108)Eine formale (d.h. zwar mathematish rihtige, aber niht unbedingt auh physikalish realisierte)Lösung der stationären Vielteilhen-Shrödingergleihung
Hψ̃(r1, . . . , rN ) = Eψ̃(r1, . . . , rN ) (II.109)erhält man daraus sofort durh einen Produktansatz,
ψ̃(r1, . . . , rN ) =

N∏

i=1

ϕεi(ri) ; (II.110)die Gesamtenergie E ist dann einfah die Summe der Einteilhen-Energien der in diesem Ansatzvorkommenden Orbitale,
E =

N∑

i=1

εi . (II.111)Hier läuft die Summe über den �Teilhenindex� i; das i-te Teilhen besetzt den Zustand mit der Energie
εi. Es ist jedoh im Hinblik auf die vorausgesetzte Ununtersheidbarkeit der Teilhen logish falsh,überhaupt das Konzept des �i-ten Teilhens� zu verwenden und damit ein niht vorhandenes Unter-sheidungsmerkmal der Teilhen � nämlih ihre Nummer i � an den Anfang der Diskussion zu stel-len. Stattdessen geht man daher zur Besetzungszahldarstellung über: Man numeriert die Einteilhen-Niveaus durh einen Index α und ordnet dem Niveau εα die zugehörige Besetzungszahl nα zu, dieangibt, wieviele � niht aber welhe! � Teilhen sih in diesem Zustand be�nden. Bei vorgegebener



II.4. SYSTEME UNUNTERSCHEIDBARER TEILCHEN 73Energie E eines idealen N -Teilhen-Systems gelten dann für jeden möglihen Satz {nα | α = 1, 2, 3, . . .}die beiden Beziehungen
∑

α

nα = N (II.112)und
∑

α

nαεα = E . (II.113)Wären die Teilhen untersheidbar, wie in der klassishen Physik stets implizit vorausgesetzt wird,gäbe es für einen solhen Satz {nα} von Besetzungszahlen genau
Wkl

(
{nα}

)
=

N !

n1!n2! . . .
(II.114)Realisierungsmöglihkeiten: Zwar gibt es insgesamt N ! Permutationen der N Teilhen; wenn jedoh

nα ≥ 2 für ein Niveau α, liefern niht alle dieser Permutationen eine neue Kon�guration, da sih durheine Vertaushung nur der nα Teilhen, die das Niveau α besetzen, nihts ändert.Für identishe quantenmehanishe, also prinzipiell ununtersheidbare Teilhen führt dagegen keinePermutation der Teilhen zu einer neuen Kon�guration: Wenn die Teilhen in jeder Hinsiht ununter-sheidbar sind, ändert sih z.B. durh den Austaush zweier beliebiger Teilhen nihts! Das statistisheGewiht jedes erlaubten Satzes {nα} von Besetzungszahlen, d.h. eines jeden Satzes, der die beidenEinshränkungen (II.112) und (II.113) respektiert, ist daher nun einfah
Wqm

(
{nα}

)
= 1 . (II.115)Der Vergleih der klassishen und der quantenmehanishen Gewihtsfaktoren (II.114) und (II.115)deutet auf einen interessanten Sahverhalt hin: Der in der klassishen Statistik ad ho eingeführteKorrekturfaktor 1/N !, der z.B. für die Berehnung der mikrokanonishen Zustandszahl

Ω(E, V,N) =
1

(2πh̄)3NN !

∫

H(q,p)≤E

d3Nq d3Npherangezogen wurde, führt die falshe, �klassishe� Gewihtung (II.114) in die korrekte, quanten-mehanishe über, sofern alle Niveaus höhstens einfah besetzt sind, nα ≤ 1 für alle α.Falls jedoh die Bedingungen derart sind, daÿ ein klassishes Gas seine �Phasenraumzellen� mit si-gni�kanter Wahrsheinlihkeit auh mehrfah besetzen könnte, weil z.B. bei tiefen Temperaturen nurwenige solher Zellen zur Verfügung stehen, reiht diese ad ho-Korrektur niht mehr aus. Vielmehrverlangt die Quantenmehanik dann die Untersheidung von zwei grundlegend vershiedenen Typenidentisher Teilhen, nämlih von Bosonen und Fermionen.



74 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIK�Prinzipielle Ununtersheidbarkeit� von N Teilhen erfordert mindestens, daÿ die N -fahe Dihte
|ψ(r1, . . . , rN )|2, also das Betragsquadrat der N -Teilhen-Wellenfunktion, invariant unter jeder Per-mutation dieser Teilhen bleibt. Bezeihnet daher P einen Permutationsoperator, dessen Wirkung aufeine solhe Vielteilhen-Wellenfunktion in symbolisher Shreibweise durh

Pψ(r1, . . . , rN ) = ψ(Pr1, . . . , PrN ) (II.116)beshrieben wird, wobei ri unter der betrahteten Permutation in Pri überführt wird, so gilt kurz
|Pψ|2 = |ψ|2 (II.117)für jede der N ! Permutationen.Diese Gleihung (II.117) läÿt zwei Möglihkeiten zu:1. Sie wird erfüllt, wenn die Vielteilhen-Wellenfunktion bei jeder Permutation der Teilhen unver-ändert bleibt,

Pψ = ψ für alle P , (II.118)d.h. wenn ψ symmetrish in allen Argumenten ist. Ausgehend von einer Produktfunktion (II.110),also voñ
ψ(r1, . . . , rN ) =

N∏

i=1

ϕεi(ri) ,erhält man eine �symmetrisierte� und korrekt normierte Wellenfunktion ψS(r1, . . . , rN ) mit derEigenshaft (II.118) durh die Vorshrift
ψS(r1, . . . , rN ) =

1√
N !n1!n2! . . .

∑

P

Pψ̃(r1, . . . , rN ) , (II.119)wobei die Summe hier über alle N ! Permutationen P läuft.
• Ein einfahes Beispiel: In einem System mit N = 3 idealen identishen Teilhen sollen
nα = 1 Teilhen den Einteilhen-Zustand α und nβ = 2 Teilhen den Zustand β besetzen;alle weiteren Zustände bleiben unbesetzt. In diesem Fall erstrekt sih die Summe über
3 ! = 6 Terme: Shreibt man kurz ϕα(1) für ϕα(r1), usw., ergibt sih

∑

P

Pψ̃ = ϕα(1)ϕβ(2)ϕβ(3) + ϕα(1)ϕβ(3)ϕβ(2)

+ϕα(2)ϕβ(1)ϕβ(3) + ϕα(2)ϕβ(3)ϕβ(1)

+ϕα(3)ϕβ(1)ϕβ(2) + ϕα(3)ϕβ(2)ϕβ(1)



II.4. SYSTEME UNUNTERSCHEIDBARER TEILCHEN 75
= 2ϕα(1)ϕβ(2)ϕβ(3)

+2ϕα(2)ϕβ(1)ϕβ(3)

+2ϕα(3)ϕβ(1)ϕβ(2) . (II.120)Aufgrund der Tatsahe, daÿ Vertaushungen der beiden Teilhen im Zustand β keine neueKon�guration liefern, sind je zwei der durh die Gesamtheit aller Permutationen erzeugtenTerme identish. Die Norm dieser Wellenfunktion (II.120) beträgt daher √
22 + 22 + 22 =√

12 =
√

3 ! · 2 ! , in Übereinstimmung mit der allgemeinen Form (II.119).Die Verallgemeinerung dieses Beispiels erklärt den in Gl. (II.119) auftretenden Normierungs-faktor: Es gibt N !/(n1!n2! . . .) vershiedene Permutationen, von denen jede (da es insgesamt
N ! Permutationen gibt) n1!n2! . . . mal auftritt. Das Normquadrat des Hilbertraumvektors, derbei der Summation über alle Permutationen aufgebaut wird, ist also

N !

n1!n2! . . .

(
n1!n2! . . .

)2
= N !n1!n2! . . . .Dieser �symmetrishe� Fall 1 wird in der Natur realisiert durh Teilhen mit �ganzzahligem�Spin; solhe Teilhen heiÿen Bosonen. Ihre Statistik, die Bose�Einstein-Statistik, wird durh dieTatsahe beherrsht, daÿ die Symmetrie der bosonishen Vielteilhen-Wellenfunktionen (II.119)keine Einshränkungen für die Besetzungszahlen nα der Einteilhen-Niveaus nah sih zieht:BE: nα = 0, 1, 2, 3, . . . für alle α . (II.121)Beispiele für Bosonen sind Photonen, Phononen, π-Mesonen, 4He-Atome, 23Na, 87Rb, und wei-tere Teilhen mit geradem Gesamtspin.2. Eine zweite Möglihkeit, die Gl. (II.117) zu erfüllen, besteht darin, daÿ die Vielteilhen-Funktionunter einer ungeraden Permutation ihrer Argumente ihr Vorzeihen wehselt:

Pψ =

{
+ψ , P gerade ,
−ψ , P ungerade . (II.122)Dabei heiÿt eine Permutation P gerade, wenn sie in eine gerade Zahl von Zweiervertaushungen(sogenannte �Transpositionen�) zerlegt werden kann, und ungerade, wenn sie eine ungerade An-zahl solher Paarvertaushungen enthält. Einer geraden Permutation P ordnet man ein positivessignum zu, einer ungeraden ein negatives. Shreibt man dieses signun einer Permutation P symbo-lish als (−1)P , erhält man eine Vielteilhen-Wellenfunktion ψA(r1, . . . , rN ) mit der gefordertenEigenshaft (II.122) durh die Vorshrift

ψA(r1, . . . , rN ) =
1√
N !

∑

P

(−1)PPψ̃(r1, . . . , rN ) , (II.123)



76 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKwobei erneut ψ̃(r1, . . . , rN ) die Produktfunktion (II.110) bezeihnet; diese Funktion (II.123) istinsbesondere antisymmetrish unter dem Austaush zweier beliebiger Teilhen.Die Bildungsvorshrift (II.123) zeigt, daÿ die �antisymmetrisierte� Vielteilhen-Wellenfunktionals alternierende Multilinearform, also als Determinante einer N × N -Matrix aufgefaÿt werdenkann:
ψA(r1, . . . , rN ) =

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1
(1) ϕα1

(2) . . . ϕα1
(N)

ϕα2
(1) ϕα2

(2) . . . ϕα2
(N)... ... . . .
...

ϕαN (1) ϕαN (2) . . . ϕαN (N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; (II.124)ein derartiger Ausdruk wird in der Vielteilhen-Theorie als �Slater-Determinate� bezeihnet. Daeine solhe Determinante vershwindet, wenn sie zwei gleihe Zeilen besitzt, d.h. wenn einer derNiveauindizes α zwei� oder mehrfah auftauht, wird an dieser Shreibweise sofort ersihtlih, daÿfür Vielteilhen-Systeme mit der Eigenshaft (II.122) jedes Einteilhen-Niveau höhstens einfahbesetzt sein kann.Dieser �antisymmetrishe� Fall 2 wird in der Natur durh Teilhen mit �halbzahligem� Spinrealisiert; solhe Teilhen heiÿen Fermionen. Ihre Statistik, die Fermi�Dira-Statistik, wird durhdie Forderung bestimmt, daÿ jedes Niveau entweder unbesetzt oder einfah besetzt, niht abermehrfah besetzt ist:FD: nα ≤ 1 für alle α . (II.125)Beispiele für Fermionen sind Elektronen, Protonen, Neutronen, Neutrinos, 3He-Atome, usw.Der hier sihtbar werdende Zusammenhang zwishen dem Teilhenspin und der Vielteilhen-Statistik,der Systeme aus identishen Teilhen gehorhen, wird häu�g als Spin-Statistik-Theorem bezeihnet.II.5 Kanonishe Dihtematrix für ein System freier TeilhenEs wird nun ein ideales Gas aus N identishen Teilhen im thermishen Kontakt mit einer Umgebungder Temperatur T betrahtet, also etwa eine in einem Behälter eingeshlossene Gasportion, wobei der�thermishe Kontakt mit der Umgebung� hergestellt wird durh die Stöÿe der Gasteilhen mit denBehälterwänden, die die vorgegebene Temperatur T haben sollen.Die kanonishe Dihtematrix dieses Systems hängt nun in der Ortsdarstellung von den Koordinatenaller N Teilhen ab:
〈r1, . . . , rN |̺|r′1, . . . , r′N 〉 =

1

ZN (β)
〈r1, . . . , rN |e−βH |r′1, . . . , r′N 〉 ; (II.126)



II.5. KANONISCHE DICHTEMATRIX FÜR EIN SYSTEM FREIER TEILCHEN 77dabei ist die kanonishe N -Teilhen-Zustandssumme ZN (β) die Spur des Zählers:
ZN (β) =

∫
d3N

r 〈r1, . . . , rN |e−βH |r1, . . . , rN 〉 . (II.127)Shreibt man zur Abkürzung wieder r1 ≡ 1, r′1 ≡ 1′, usw., erhält man für diesen Zähler die bekannteSpektralsumme
〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =

∑

E

e−βE ψE(1, . . . , N)ψ∗E(1′, . . . , N ′) . (II.128)Ebenso wie bereits bei der Behandlung des einzelnen freien Teilhens in Abshnitt II.3.2 wird nunvorausgesetzt, daÿ der das Gas einshlieÿende physikalishe Behälter so groÿ und derart geformt ist,daÿ Rande�ekte keine Rolle spielen. Unter dieser Voraussetzung darf erneut von der tatsählihenForm des Behälters abgesehen und einfah ein kubishes �Quantisierungsvolumen� V = L3 mit denbequemen periodishen Randbedingungen herangezogen werden. Die Einteilhen-Orbitale sind danndie bekannten ebenen Wellen,
ϕk(r) =

1√
V

eik·r mit k =
2π

L
n , (II.129)wobei der Vektor n nur ganzzahlige Einträge enthält. Die EnergieeigenwerteE des Vielteilhen-Systemslauten folglih

E =
h̄2

2m
(k2

1 + k
2
2 + . . .+ k

2
N )

≡ h̄2

2m
K

2 , (II.130)wobei hier der Multiindex K = (k1, . . . ,kN ) eingeführt wurde.Es soll nun zunähst ein Gas aus identishen Fermionen behandelt werden. Dann sind alle Wellen-zahlvektoren k1, . . . ,kN vershieden; die in die Spektralsumme (II.128) einzusetzenden Vielteilhen-Funktionen sind die Slater-Determinanten (II.123):
ψE(1, . . . , N) =

1√
N !

∑

P

(−1)PP
(
ϕk1

(1) . . . ϕkN (N)
)
. (II.131)Da es unerheblih ist, ob man hier die Argumente der Einteilhen-Funktionen oder ihre Wellenzahl-Indizes permutiert, hat man auh

ψE(1, . . . , N) =
1√
N !

∑

P

(−1)Pϕk1
(P1) . . . ϕkN (PN)

=
1√
N !

∑

P

(−1)PϕkP1
(1) . . . ϕkPN (N) . (II.132)



78 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKBeide dieser Möglihkeiten werden nun für die Auswertung der Spektralsumme (II.128) benutzt:
〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =

1

N !

∑

K

exp

(
−β h̄

2
K

2

2m

)

×
∑

P

(−1)Pϕk1
(P1) . . . ϕkN (PN)

∑

P̃

(−1)P̃ϕ∗
P̃k1

(1′) . . . ϕ∗
P̃kN

(N ′) . (II.133)Die Shwierigkeit besteht nun darin, daÿ in der Summe über K die einzelnen Wellenzahlvektoren kiniht voneinander unabhängig sind, da sie ja den durh die Fermi-Statistik diktierten Einshränkungengehorhen müssen: (i) Kein ki tauht zweimal in einem Multiindex K auf, (ii) die Reihenfolge dereinzelnen Einträge ki ist unerheblih: Multiindizes, die sih nur durh die Reihenfolge ihrer Einträgeuntersheiden, führen auf die gleihe Energie (II.130) und sind daher als gleih anzusehen, kommenalso niht alle einzeln in der Summe vor!Dennoh läÿt sih der Ausdruk (II.133) mit Hilfe von zwei zwei elementaren kombinatorishen Argu-menten wesentlih vereinfahen:1. Eine beliebige Permutation der Wellenzahlvektoren k1, . . . ,kN , die einen fermionishen Multi-index K der Summe (II.133) bilden, führt auf den gleihen Summanden. Denn zunähst ist derWert der Energie (II.130) von der Reihenfolge der Beiträge unabhängig. Weiterhin ändern sihdie Wellenfunktionen ψE und ψ∗E bei einer Permutation der Einteilhen-Indizes höhstens umein Vorzeihen; das Produkt ψE ψ
∗
E bleibt daher invariant. Wenn alle Wellenzahlenvektoren kiunter der Summe unabhängig voneinander laufen, werden sämtlihe möglihen Multiindizes Kgeneriert; zu jedem Multiindex mit vershiedenen Einträgen also auh alle N ! Permutationendavon. Daher gilt die Ersetzung

∑

K

. . . =
1

N !

∑

k1...kN

. . . , (II.134)wobei die Wellenzahlvektoren unter der Summe auf der rehten Seite tatsählih unabhängigvoneinander sind. Zwar tauhen auf der rehten Seite nun auh Kon�gurationen auf, bei denenzwei oder mehrere der Einteilhen-Wellenzahlvektoren gleih sind; diese liefern jedoh wegen derAntisymmetrie der fermionishen Vielteilhenfunktionen keinen Beitrag.2. Für jede der N ! Permutationen der Elemente eines fermionishen Multiindex K ergibt die inGl. (II.133) auftretende Summe über P̃ die gleihen N ! Beiträge, da ja stets die gleihen Ein-träge von K permutiert werden. Damit liefert ein Multiindex K insgesamt (N !)2 Terme. Diesewerden korrekt zusammengefaÿt, wenn auf der rehten Seite des Shemas (II.134) unter der N -fahen Summe � die ja bereits alle Permutationen generiert � die weitere Summe über alle P̃durh das N !-fahe des Beitrags nur der identishen Permutation ersetzt wird (so daÿ der im1. Argumentationsshritt eingeführte Faktor 1/N ! wieder wegfällt):
∑

K

∑

P̃

P̃ . . . =
1

N !

∑

k1...kN

N ! Id . . . . (II.135)



II.5. KANONISCHE DICHTEMATRIX FÜR EIN SYSTEM FREIER TEILCHEN 79Mit diesen Überlegungen erhält man aus der ursprünglihen Summe (II.133) nun den erheblih ein-faheren Ausdruk
〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =

1

N !

∑

k1...kN

exp

(
−β h̄

2

2m
(k2

1 + . . .+ k
2
N )

)

×
∑

P

(−1)Pϕk1
(P1)ϕ∗

k1
(1′) . . . ϕkN (PN)ϕ∗

kN
(N ′) . (II.136)Die Ersetzung der N unabhängigen Summen über die Wellenzahlvektoren ki durh Integrale nah derbekannten Regel (II.62), also

1

V

∑

ki

. . . → 1

(2π)3

∫
d3

ki . . . ,führt auf eine Summe über Produkte von N Integralen von genau der Gestalt (II.63), die bereits inAbshnitt II.3.2 bei der Berehnung der kanonishen Dihtematrix eines einzelnen freien Teilhensangetro�en wurde; das Ergebnis kann daher von dort abgelesen werden: Man �ndet
〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =

1

N !

1

(2π)3N

∑

P

(−1)P

∫
d3

k1 exp

(
−βh̄

2
k

2
1

2m
+ ik1 · (P1 − 1′)

)

· . . . ·
∫

d3
kN exp

(
−βh̄

2
k

2
N

2m
+ ikN · (PN −N ′)

)

=
1

N !λ3N

∑

P

(−1)P f(Pr1 − r
′
1) · . . . · f(PrN − r

′
N ) , (II.137)wobei die shon in Gl. (II.65) auftauhende Funktion

f(r) = exp

(
−π r

2

λ2

) (II.138)verwendet wurde.Wiederholt man die Rehnung für Bosonen, so ist auf die Normierung der bosonishen Vielteilhen-Funktionen (II.119) ahtzugeben: Die Spektralsumme (II.128) erhält nun die Form
〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =

1

N !

∑

K

1

n1!n2! . . .
exp

(
−β h̄

2
K

2

2m

)

×
∑

P

ϕk1
(P1) . . . ϕkN (PN)

∑

P̃

ϕ∗
P̃k1

(1′) . . . ϕ∗
P̃kN

(N ′) , (II.139)wobei ni die Besetzungszahl des Einteilhen-Niveaus mit dem Wellenzahlvektor ki angibt. Die hierauftauhende Summe über die bosonishen Wellenzahl-Multiindizes K enthält nur die Kombinationenvon Wellenzahlvektoren, die aufgrund der Bose-Symmetrie benötigt werden, läuft also niht über allePermutationen von (k1, . . . ,kN ), sondern nur über diejenigen, bei denen (im Falle von Kon�gurationen



80 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKmit mehrfah besetzten Einteilhen-Zuständen) vershiedene Wellenzahlvektoren vertausht werden.Daher hat man nun
∑

K

. . . =
∑

k1...kN

(
N !

n1!n2! . . .

)−1

. . . (II.140)mit voneinander unabhängigen Summen über die einzelnen ki. Der zweite Teil des Argumentes ent-spriht genau dem fermionishen Fall: Die Summe über alle P̃ in Gl. (II.139) kann nah der Umfor-mung (II.140) durh das N !-fahe des Beitrags der identishen Permutation ersetzt werden. Folgliherhält man nun ein Resultat, das sih von dem fermionishen Ausdruk (II.137) nur durh die Ersetzungder Vorzeihenfaktoren (−1)P durh +1 untersheidet.Faÿt man daher die Vielteilhen-Matrixelemente von e−βH für beide Fälle in kompakter Form zusam-men, hat man
〈r1, . . . , rN |e−βH |r′1, . . . , r′N 〉 =

1

N !λ3N

∑

P

(±1)P f(Pr1 − r
′
1) · . . . · f(PrN − r

′
N ) , (II.141)wobei das obere (untere) Vorzeihen für Bosonen (Fermionen) gilt. Dieses Ergebnis (II.141) wird zwarwegen der N ! Summanden für groÿe Teilhenzahlen N reht unhandlih, ist aber exakt!Für die Berehnung der kanonishen N -Teilhen-Zustandssumme müssen nun die Diagonalelementedieser Matrix betrahtet werden, also setze ri = r

′
i für i = 1, . . . , N :

〈r1, . . . , rN |e−βH |r1, . . . , rN 〉 =
1

N !λ3N

∑

P

(±1)P f(Pr1 − r1) · . . . · f(PrN − rN ) . (II.142)Ordnet man die Menge aller N ! Permutationen nah zunehmender Komplexität, hat man als einfahs-ten Beitrag die identishe Permutation P = Id, für die sih jeder der Faktoren f(Pri − ri) auf derrehten Seite dieser Gleihung auf �1� reduziert. Es folgen die Transpositionen, also die N(N − 1)/2Permutationen, bei denen genau zwei Teilhen miteinander vertausht werden; für diese Zweier-Zyklensind zwei der N Faktoren f(Pri−ri) von Eins vershieden. Die Permutationen mit dem nähsthöherenKomplexitätsgrad beshreiben einen �Ringtaush� von drei Teilhen, also einen Dreier-Zykel. Man hatsomit
∑

P

. . . = 1 ±
∑

2−Zyklen

fijfji +
∑

3−Zyklen

fijfjkfki ± . . . , (II.143)wobei die bequeme Abkürzung fij = f(ri − rj) benutzt wurde. (Vorsiht: In den folgenden Termendieser Reihe mit vier von Eins vershiedenen Faktoren müssen die Vierer-Zyklen und die �Produkte� vonzwei Zweier-Zyklen berüksihtigt werden; die höheren Beiträge werden also zunehmend komplizierter!)Diese �Zykelzerlegung� der Permutationsgruppe liefert niht nur ein formal-mathematishes, sondernauh ein physikalish sinnvolles Ordnungsprinzip für die Reihe (II.142). Das wird deutlih, wenn nun



II.5. KANONISCHE DICHTEMATRIX FÜR EIN SYSTEM FREIER TEILCHEN 81die für die Berehnung der Zustandssumme (II.127) erforderliheN -fahe Volumenintegration durhge-führt wird, wobei davon ausgegangen wird, daÿ die Terme der Anordnung (II.143) gliedweise integriertwerden dürfen. Die Integration der führenden �1� ergibt lediglih einen Faktor V N ; die Integrationeines beliebigen Produktes fijfji führt auf
V N−2

∫
d3

ri

∫
d3

rj fijfji = V NO(λ3/V ) für i 6= j : (II.144)Denn zunähst können die Koordinaten vonN−2 Teilhen trivial ausintegriert werden. Geht man dannvon den verbliebenen Ortsvektoren ri und rj zu Shwerpunkts- und Relativkoordinaten der Teilhen
i und j über, ergibt das Shwerpunktsintegral einen weiteren Faktor V , während das Relativintegralvon der Ordnung O(λ3) sein muÿ, da die Funktion fij gemäÿ ihrer De�nition (II.138) sehr shnellvershwindet, wenn |ri − rj | ≫ λ, d.h. wenn der Abstand der beiden betrahteten Teilhen groÿ imVergleih zur thermishen Wellenlänge ist; jedes Teilhen �spürt� ein anderes identishes Teilhen, mitdem es ausgetausht werden könnte, daher nur in einem Volumen von der Gröÿenordnung λ3 um sihherum. Ebenso maht man sih klar, daÿ das entsprehende Integral für einen Zykel der Länge ℓ einenBeitrag der Ordnung

V N−ℓ V O
(
λ3(ℓ−1)

)
= V NO

(
(λ3/V )ℓ−1

) (II.145)liefert. Nun gibt es insgesamt (N2 ) = N(N − 1)/2 Zweier-Zyklen und O(N3) Dreier-Zyklen, usw. Manerhält also die Zustandssumme in der sehr suggestiven Form4
ZN (β) = tr e−βH

=

∫
d3N

r 〈r1, . . . , rN |e−βH |r1, . . . , rN 〉

=
1

N !

(
V

λ3

)N
[
1 +Nc1

N

V
λ3 +Nc2

(
N

V
λ3

)2

+ . . .

] (II.146)mit gewissen Koe�zienten cn. Der erste Faktor dieser Darstellung stimmt überein mit dem früherenAusdruk (I.106) für die Zustandssumme eines klassishen idealen Gases, so daÿ die Entwiklung inder ekigen Klammer gerade den sukzessiven quantenmehanishen Korrekturen zu diesem klassishenResultat entspriht. Es fällt auf, daÿ man an dieser Stelle noh niht zum thermodynamishen Limesübergehen kann: Betrahtet man den Grenzfall formal unendlih groÿer Teilhenzahl in einem unendlihgroÿen Volumen, N → ∞ und V → ∞, wobei die Dihte n = N/V konstant gehalten werden soll, so�stört� der vor den Korrekturtermen auftretende Faktor N . Das ist allerdings kein wirklihes Problem,da die Zustandssumme keine intensive Gröÿe ist; tatsählih intensiv ist dagegen die Freie Energie proTeilhen, und daher auh lnZN(β)/N . Unter Verwendung der üblihen Stirlingshen Näherung �ndetman
1

N
lnZN(β) = − ln(nλ3) + 1 + c1(nλ

3) + O
(
(nλ3)2

)
, (II.147)4Dabei resultiert der zu c1 proportionale Beitrag o�enbar nur aus Paarvertaushungen, also den Zweier-Zyklen, derzu c2 proportionale dagegen aus den Dreier-Zyklen und den Produkten von zwei Zweier-Zyklen.



82 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKso daÿ nun die �Quantenkorrekturen� als Potenzreihe in dem Parameter nλ3 auftreten. O�enbar ist die-se Reihe dann praktish brauhbar, wenn die höheren Terme shnell klein werden, d.h. wenn nλ3 ≪ 1.Das ist genau dann der Fall, wenn der mittlere Teilhenabstand (V/N)1/3 groÿ ist im Vergleih zurthermishen Wellenlänge λ; da λ ∝ T−1/2, wird diese Bedingung bei hinreihend hohen Temperaturenimmer erfüllt. Wihtig ist hier jedoh vor allem die Tatsahe, daÿ die Natur der quantenmehanishenKorrekturen zu diesem klassishen Hohtemperatur-Grenzfall systematish o�engelegt werden konn-te: Im Untershied zur klassishen Mehanik ist die Quantenmehanik emp�ndlih gegenüber einemAustaush identisher Teilhen, die sih in Abstand von einer thermishen Wellenlänge oder wenigervoneinander be�nden; aufgrund der (Anti-)Symmetrie der Vielteihen-Wellenfunktion �spüren� sih sol-he Teilhen sogar dann, wenn der Hamiltonoperator keinen Wehselwirkungsterm enthält. Nur wennbei gegebener Temperatur T und gegebener Teilhendihte n = N/V die thermishe Wellenlänge λsehr klein ist im Vergleih zum mittleren Teilhenabstand n−1/3, d.h. für
nλ3 ≪ 1 , (II.148)kann diese �Austaushwehselwirkung� insgesamt vernahlässigt werden. Dann bleibt von der Sum-me (II.143) nur den führende Term, also
∑

P

. . . ≈ 1 , (II.149)und die N -Teilhen Zustandssumme (II.146) reduziert sih auf die Zustandssumme (I.106) des klassi-shen idealen Gases, einshlieÿlih des im Rahmen der klassishen Theorie nur unzureihend motivier-ten Faktors 1/N !, der sih hier jedoh systematish aus der Permutationssymmetrie der Vielteilhen-Wellenfunktionen ergibt. Damit ist ein wihtiges Kriterium gewonnen:Gase aus identishen Teilhen dürfen (näherungsweise) klassish behandelt werden, wennihre Dihte derart gering ist, daÿ die thermishe Wellenlänge der Teilhen klein ist imVergleih zum mittleren Abstand zwishen ihnen, wenn also die Ungleihung (II.148) erfülltist.Falls dieses Kriterium (II.148) verletzt wird, heiÿt das Gas �entartet�.Im klassishen Grenzfall lauten die Diagonalelemente der normierten Dihtematrix nah Gl. (II.142)und Gl. (II.146) einfah
〈r1, . . . , rN |̺|r1, . . . , rN 〉 =

1

V N
, (II.150)d.h. es existieren keine Korrelationen zwishen den Teilhen: Die N -fahe Wahrsheinlihkeitsdihtedafür, an jedem der Orte ri ein Teilhen zu �nden, setzt sih lediglih multiplikativ aus den Einteilhen-Dihten 〈r|̺|r〉 = 1/V zusammen.



II.5. KANONISCHE DICHTEMATRIX FÜR EIN SYSTEM FREIER TEILCHEN 83Im allgemeinen, nihtklassishen Fall ist das anders: Die Symmetrie der Vielteilhen-Wellenfunktionenerzwingt räumlihe Korrelationen selbst bei idealen Teilhen. Dieses Prinzip wird bereits für N = 2deutlih. Gemäÿ der Gl. (II.142) gilt dann
〈r1, r2|e−βH |r1, r2〉 =

1

2λ6

[
1 ± exp

(
−2π

r
2
12

λ2

)]
; (II.151)daraus folgt die Zustandssumme

Z2(β) =
1

2λ6

∫
dr1

∫
dr2

[
1 ± exp

(
−2π

r
2
12

λ2

)]

=
1

2

(
V

λ3

)2 [
1 ± 4π

V

∫ ∞

0

dr r2 exp

(
−2πr2

λ2

)]

=
1

2

(
V

λ3

)2
[
1 ± 4π

V

√
π

4

(
λ2

2π

)3/2
]

=
1

2

(
V

λ3

)2 [
1 ± λ3

23/2V

]
. (II.152)Ebenso wie bereits bei der Abshätzung (II.144) wurde hier zunähst das Doppelintegral in eines überShwerpunkts- und Relativkoordinaten verwandelt und das Integral über die Shwerpunktsvariablenin der zweiten Zeile bereits ausgeführt; in der dritten wurde die Identität (I.117) benutzt.5 Unter derVoraussetzung λ3 ≪ V darf nun die klassishe Näherung

Z2(β) ≈ 1

2

(
V

λ3

)2 (II.153)verwendet werden; damit erhält man shlieÿlih aus Gl. (II.151) durh Normierung das Resultat
〈r1, r2|̺|r1, r2〉 =

1

V 2

[
1 ± exp

(
−2π

r
2
12

λ2

)]
. (II.154)Für klassishe Teilhen wird also die Wahrsheinlihkeitsdihte dafür, bei einer doppelten Ortsmessungeines der Teilhen am Ort r1 und das andere am Ort r2 zu �nden, einfah durh

pkl(r1, r2) =
1

V 2
=

1

V
· 1

V
(II.155)gegeben; beide Teilhen sind unkorreliert. Für Bosonen lautet die entsprehende Dihte dagegen

pBE(r1, r2) =
1

V 2

[
1 + exp

(
−2π

r
2
12

λ2

)]
; (II.156)5Da man aus N Teilhen N(N − 1)/2 Paare bilden kann, kann man aus diesem Resultat (II.152) den in Gl. (II.146)eingeführten Koe�zienten c1 ablesen: c1 = ±1/(4

√
2).



84 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKinsbesondere gilt
pBE(r1, r2) →

2

V 2
für r12 = r1 − r2 → 0 . (II.157)Die Wahrsheinlihkeitsdihte dafür, beide Bosonen am gleihen Ort zu �nden, ist daher doppelt sogroÿ wie die für zwei klassishe, untersheidbare Teilhen! Auf der anderen Seite hat man für Fermionen

pFD(r1, r2) =
1

V 2

[
1 − exp

(
−2π

r
2
12

λ2

)]

→ 0 für r12 → 0 , (II.158)d.h. zwei Fermionen werden niht am gleihen Ort angetro�en. Kurz: Bosonen sind auf Abständen vonder Gröÿenordnung ihrer thermishen Wellenlänge positiv korreliert, Fermionen dagegen negativ.

Abbildung II.1: Das statistishe Wehselwirkungspotential (II.160), das auf Abständen von der Grö-ÿenordnung der thermishen Wellenlänge wirksam wird, beshreibt im Falle identisher Bosonen einee�ektive Anziehung, im Falle identisher Fermionen dagegen eine e�ektive Abstoÿung.Dieser quantenstatistishe Korrelationse�ekt kann formal durh ein �statistishes Wehselwirkungs-potential� VS(r) beshrieben werden, das o�enbar für Bosonen attraktiv sein muÿ, um die �e�ektiveAnziehung� (II.157) zu gewährleisten, für Fermionen dagegen repulsiv, entsprehend der �e�ektiven Ab-stoÿung� (II.158). Dann sollte der Faktor 1 ± exp(−2πr2/λ2) als Boltzmann-Faktor dieses Potentialsaufgefaÿt werden können, was auf den Ansatz
1 ± exp

(
−2π

r
2

λ2

)
= exp(−βVS(r)) (II.159)



II.6. DAS QUANTENMECHANISCHE IDEALE GAS IM MIKROKANONISCHEN ENSEMBLE85führt; daraus ergibt sih sofort die Darstellung
VS(r) = −kBT ln

[
1 ± exp

(
−2π

r
2

λ2

)]
. (II.160)Dieses quantenstatistishe Wehselwirkungspotential ist z.B. nützlih für numerishe Simulationen, indenen der E�ekt der quantenmehanishen Austaushwehselwirkung berüksihtigt werden soll, ohnedaÿ die Wellenfunktionen selbst in Ersheinung treten. Es soll aber noh einmal betont werden, daÿdieses e�ektive Potential (II.160) eine alleinige Konsequenz der (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktioneines Systems identisher Teilhen ist.II.6 Das quantenmehanishe ideale Gas im mikrokanonishenEnsembleUm nun auh entartete Gase behandeln zu können, für die das Kriterium (II.148) niht erfüllt istund daher die höheren Terme der Entwiklung (II.147) niht klein werden, wird zunähst ein mikro-kanonisher Standpunkt eingenommen: N identishe, nihtwehselwirkende Teilhen be�nden sih ineinem Behälter mit dem Volumen V , taushen jedoh keine Energie mit der Umgebung aus. IhreGesamtenergie E ist daher konstant; gesuht ist die Anzahl Ω(E, V,N) der Mikrozustände.6Da V sehr groÿ sein soll, liegen die Einteilhen-Energien sehr diht. Es ist dann zwekmäÿig, nihtdas hohkomplizierte eigentlihe Spektrum zu betrahten, sondern eine �oarse graining�-Prozedurvorzunehmen: Die Energieahse wird in geeignete Intervalle eingeteilt, deren Ausdehnung einerseitsklein sein soll im Vergleih zur typishen experimentellen Au�ösung, andererseits aber so groÿ, daÿ injedes der Intervalle sehr viele Einteilhen-Niveaus fallen. Bezeihnet man die Anzahl der Zustände im

i-ten Intervall mit gi, so wird also gi ≫ 1 vorausgesetzt. Alle gi Niveaus des i-ten Intervalls werdennun durh die mittlere Energie εi dieses Intervalls repräsentiert; dieses �Hilfsniveau� ist daher gi-fahentartet.Im Rahmen dieses �grobkörnigen� Zugangs wird ein Mikrozustand beshrieben durh einen Satz {ni}von Besetzungszahlen der Hilfsniveaus; ein solher Satz unterliegt den beiden Bedingungen
∑

i

ni = N (II.161)6Die Überlegungen in diesem Abshnitt gehen zurük auf die zweite Arbeit von A. Einstein zur �Quantentheorie deseinatomigen idealen Gases�, die im Jahre 1925 in den Sitzungsberihten der Preuÿishen Akademie der Wissenshaftenershien. Zwar kannte Einstein zu diesem Zeitpunkt noh keine Fermionen, aber sein Vergleih der Entropie des idealenBose-Gases mit der des Maxwell�Boltzmann-Gases benutzt genau die hier wiedergegebenen Tehniken. Einstein mahtein dieser Arbeit deutlih, daÿ Teilhen, die der später so genannten Bose�Einstein-Statistik gehorhen, niht statistishunabhängig voneinander sind; er erkannte ihre �Austaushwehselwirkung� auf der Grundlage des Ausdruks (II.164).In seinen eigenen Worten: �Die Formel drükt also indirekt eine gewisse Hypothese über eine gegenseitige Beein�ussungder Moleküle von vorläu�g ganz rätselhafter Art aus . . . �.
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Abbildung II.2: �Grobkörnung� des Spektrums: Zunähst wird die Energieahse in Intervalle (z.B.gleiher Gröÿe) eingeteilt. Dann werden die gi tatsählihen Einteilhen-Energien im i-ten Intervalldurh die mittlere Energie εi dieses Intervalls repräsentiert.und
∑

i

niεi = E . (II.162)(Da die zweite Summe niht mit den tatsählihen Einteilhen-Energien, sondern mit den mittlerenIntervallenergien gebildet wird, kann der Wert E auf der rehten Seite der Gl. (II.162) niht exakt mitder ursprünglihen Systemenergie E übereinstimmen, sondern wird um einen kleinen Wert ∆E davonabweihen. Die Intervalleinteilung muÿ so fein bleiben, daÿ diese Abweihung für alle Kon�gurationen
{ni} bedeutungslos bleibt. Insofern entspriht die Grobkörnung des quantenmehanishen Spektrumsder �endlihen Shalendike�, die shon im Rahmen der klassishen Statistik in Abshnitt I.1 verwendetwurde.)Bezeihnet nun ω

(
{ni}

) die Anzahl der Mikrozustände, die zu der gegebenen Kon�guration {ni}gehören, so ergibt sih die Gesamtzahl der akzessiblen Mikrozustände als Summe dieser Anzahlen füralle Kon�gurationen, die mit den �Nebenbedingungen� (II.161) und (II.162) verträglih sind:
Ω(E, V,N) =

∑

{ni}

′

ω
(
{ni}

)
; (II.163)dabei deutet der Strih am Summenzeihen das Einhalten der Nebenbedingungen an.Das Gewiht ω({ni}

) einer Kon�guration {ni} ist abhängig von der jeweiligen Statistik:
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• Da Bosonen jeden der gi Zustände mit der Energie εi beliebig häu�g besetzen können, entsprihtdie zufällige Auswahl der zu besetzenden Zustände in der Sprahe der Kombinatorik dem �Ziehenmit Wiederholung�. Da weiterhin eine Vertaushung von Teilhen aus vershiedenen Intervallenkeine neue Kon�guration liefert, das Gesamtgewiht sih also multiplikativ aus den Gewihten fürdie einzelnen Intervalle zusammensetzt, ergibt sih für die Bose�Einstein-Statistik der Ausdruk

ωBE

(
{ni}

)
=
∏

i

(
ni + gi − 1

ni

)
=
∏

i

(ni + gi − 1)!

ni! (gi − 1)!
. (II.164)

• Im Falle von Fermionen kann jeder Zustand höhstens einfah besetzt werden. Daher ist hier
ni ≤ gi; die Auswahl der zu besetzenden Zustände entspriht dem �Ziehen ohne Wiederholung�.Für die Fermi�Dira-Statistik gilt daher

ωFD

(
{ni}

)
=
∏

i

(
gi

ni

)
=
∏

i

gi!

ni! (gi − ni)!
. (II.165)

• Im klassishen Fall untersheidbarer Teilhen gibt es zunähst gni

i Möglihkeiten, um die ni Teil-hen des i-ten Intervalls auf die gi Zustände mit der Energie εi zu verteilen. Weiterhin gibt es
N !

n1! n2! ... vershiedene Kon�gurationen, die durh Vertaushung von Teilhen aus vershiedenenIntervallen entstehen. Berüksihtigt man noh den üblihen Korrekturfaktor 1/N ! , so erhältman für die Maxwell�Boltzmann-Statistik die Gewihte
ωMB

(
{ni}

)
=
∏

i

gni

i

ni!
. (II.166)In allen drei Fällen lautet die Entropie des Gases dann gemäÿ Gl. (II.163)

S(E, V,N) = kB ln Ω(E, V,N)

= kB ln
∑

{ni}

′

ω
(
{ni}

)
. (II.167)Man benutzt nun die für die statistishe Physik typishe Maximumsnäherung, die auh bereits in Ab-shnitt I.3 bei der Einführung des Temperaturbegri�es oder in Abshnitt I.5 bei der Begründung desAusdruks (I.101) für die Freie Energie herangezogen wurde: Die Verteilung der Gröÿe der Summandenin der Summe (II.163) wird bei hinreihend groÿen Teilhenzahlen derart sharf, daÿ der Logarithmusder Summe (in Verbindung mit der Stirling-Näherung!) durh den Logarithmus des maximalen Sum-manden ersetzt werden kann. Daher hat man

S(E, V,N) ≈ kB lnω
(
{n∗i }

)
, (II.168)wobei {n∗i } die Kon�guration mit dem maximalen Gewiht bezeihnet.



88 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDie weitere Aufgabe besteht also nun darin, für jede der drei Statistiken diejenige Kon�guration derBesetzungszahlen zu �nden, die das jeweilige Gewiht unter Einhaltung der Nebenbedingungen (II.161)und (II.162) maximiert. Die Lösung einer solhen Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen gelingtmit Hilfe der Methode der Lagrangeshen Multiplikatoren:
• Es sei g : Rn → R eine glatte Funktion. Eine Extremstelle dieser Funktion �ndet man bekanntlihdurh Nullsetzen ihres Gradienten,

∇g = 0 oder ∂g

∂xi
= 0 für i = 1, . . . , n . (II.169)Denn für jedes dx = (dx1, . . . ,dxn)t ist dann dg = ∇g · dx = 0, so daÿ g unter einer beliebigenVariation seiner Argumente stationär bleibt.Die Argumente x der Funktion g sollen nun jedoh dadurh eingeshränkt werden, daÿ sie den

m unabhängigen Nebenbedingungen
fj(x) = 0 ; j = 1, . . . ,m (m < n) (II.170)gehorhen; dabei bedeutet Unabhängigkeit, daÿ die Gradienten dieser Funktionen voneinanderlinear unabhängig sind.Durh die Einhaltung dieser m Nebenbedingungen wird das Argument x von g auf eine n−m-dimensionale �Untermannigfaltigkeit� M des Rn gezwungen. Die Gradienten der m Funktionen

fj spannen in jedem Punkt x den m-dimensionalen Normalraum an M auf. Da nun x aufgrundder Nebenbedingungen nur tangential zuM variiert werden darf � sonst würde bei einer solhenVariation die Untermannigfaltigkeit M ja verlassen werden �, wird ein Extremwert der auf Meingeshränkten Funktion g durh das Vershwinden nur der Tangentialkomponente ihres Gradi-enten harakterisiert; die Normalkomponente des Gradienten muÿ dagegen niht vershwinden.Da der Normalraum gerade von den Gradienten der Funktionen fj aufgespannt wird, lautet dieBedingung für ein Extremum von g �mit Nebenbedingungen� anstelle von Gl. (II.169) nun
∇g =

m∑

j=1

λj∇fj , (II.171)wobei die in diesem Ansatz auftauhenden Koe�zienten λj als Langrange-Multiplikatoren be-zeihnet werden. Denn wenn der Gradient von g als Linearkombination der Basisvektoren desNormalraums vollständig im Normalraum an M liegt, besitzt er keine Tangentialkomponente;
g bleibt also unter mit den Nebenbedingungen verträglihen Variationen stationär: Für jedesDi�erential dx erhält man mit ∇g · dx = dg zunähst

dg =
m∑

j=1

λj∇fj · dx ; (II.172)



II.6. DAS QUANTENMECHANISCHE IDEALE GAS IM MIKROKANONISCHEN ENSEMBLE89ist dx insbesondere �mit den Zwangsbedingungen verträglih�, also tangential zu M, so ver-shwinden alle Skalarprodukte auf der rehten Seite dieser Gleihung. Folglih erhält man füreine solhe �erlaubte� Variation wieder die bekannte Stationaritätsbedingung
dg = 0 . (II.173)Diese geometrishe Sihtweise verdeutliht zudem eine rehentehnish sehr bequeme Tatsahe:Die di�erentielle Beziehung (II.172) gilt für jedes Di�erential dx = (dx1, . . . ,dxn)t, niht nurfür die Tangentialvektoren an M, so daÿ bei Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren dieeinzelnen Inkremente dxi trotz der Zwangsbedingungen als unabhängig voneinander angesehenwerden dürfen.Bezeihnet man jetzt den Lagrange-Multiplikator für die �Teilhenzahl�-Nebenbedingung (II.161) als αund den für die �Energie�-Nebenbedingung (II.162) als β, und benutzt auÿerdem die in der Phy-sik für Variationsaufgaben üblihe δ�Shreibweise, so übersetzt sih die �geometrishe� Extremwert-gleihung (II.172) für die Bestimmung der maximierenden Kon�guration {n∗i } in

δ lnω
(
{ni}

)
−
[
α
∑

i

δni + β
∑

i

εiδni

]
= 0 . (II.174)Vor der Durhführung der Variation soll zunähst der Ausdruk für lnω

(
{ni}

) mit Hilfe der Stirling-Näherung (I.25) in eine bequeme Form gebraht werden. Genau hier geht die �Grobkörnung� desSpektrums ein, da sie garantiert, daÿ die einzelnen Besetzungszahlen ni und die Multiplizitäten gigroÿ im Vergleih zu 1 sind!
• Im Falle der Bose�Einstein-Statistik erhält man aus Gl. (II.164)

lnω
(
{ni}

)
=

∑

i

[
ln(ni + gi − 1)! − lnni! − ln(gi − 1)!

]

≈
∑

i

[
(ni + gi − 1) ln(ni + gi − 1) − ni lnni − (gi − 1) ln(gi − 1)

−(ni + gi − 1) + ni + (gi − 1)
]

≈
∑

i

[
ni ln

(
1 +

gi

ni

)
+ gi ln

(
ni

gi
+ 1

)]
, (II.175)wobei im zweiten Shritt die Stirling-Formel (also lnn! ≈ n lnn− n für groÿe n) und im drittennohmals gi ≫ 1 ausgenutzt wurde.

• Für die Fermi�Dira-Statistik liefert Gl. (II.165) auf gleihe Weise
lnω

(
{ni}

)
=

∑

i

[
ln gi! − lnni! − ln(gi − ni)!

]
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≈

∑

i

[
gi ln gi − ni lnni − (gi − ni) ln(gi − ni)

−gi + ni + (gi − ni)
]

=
∑

i

[
ni ln

(
gi

ni
− 1

)
− gi ln

(
1 − ni

gi

)]
. (II.176)

• Shlieÿlih folgt aus Gl. (II.166) für die Maxwell�Boltzmann-Statistik der Ausdruk
lnω

(
{ni}

)
≈

∑

i

[
ni ln gi − ni lnni + ni

]

=
∑

i

[
ni ln

gi

ni
+ ni

]
. (II.177)De�niert man zur Charakterisierung der drei Statistiken die Gröÿe

a =





−1 (BE)
+1 (FD)

0 (MB) , (II.178)so lassen sih diese drei Resultate in kompakter Form zu
lnω

(
{ni}

)
=
∑

i

[
ni ln

(
gi

ni
− a

)
− agi ln

(
1 − a

ni

gi

) [
+ ni

] ] (II.179)zusammenfassen, wobei das Symbol [+ ni

] hier und im folgenden ausdrüken soll, daÿ der Term +ninur im Maxwell�Boltzmann-Fall auftauht.Die Variation dieses Ausdruks ergibt nun
δ lnω

(
{ni}

)
=

∑

i

[
ln

(
gi

ni
− a

)
+

ni
gi

ni
− a

(
− gi

n2
i

)
− agi

1 − ani

gi

(
− a

gi

) [
+ 1
] ]

δni

=
∑

i

ln

(
gi

ni
− a

)
δni , (II.180)so daÿ die Gleihung (II.174) für die Bestimmung der maximierenden Kon�guration {n∗i } shlieÿlihdie einfahe Gestalt

∑

i

[
ln

(
gi

ni
− a

)
− α− βεi

]

ni=n∗
i

δni = 0 (II.181)annimmt. Aufgrund der e�ektiven Unabhängigkeit der δni � die im Sinne der Bemerkungen im An-shluÿ an Gl. (II.172) durh die Verwendung der Lagrange-Multiplikatoren garantiert wird � folgtdaraus
ln

(
gi

n∗i
− a

)
= βεi + α (II.182)
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gi

n∗i
− a = exp(βεi + α) , (II.183)und shlieÿlih das gesuhte Resultat

n∗i
gi

=
1

exp(βεi + α) + a
. (II.184)Da gi den Entartungsgrad des Niveaus mit der Energie εi bezeihnet, ist n∗i /gi gerade diejenige Beset-zungszahl eines einzelnen Zustandes mit der Energie εi, die zu der Kon�guration mit dem maximalenstatistishen Gewiht gehört � kurz: die wahrsheinlihste Besetzungszahl.Es bleibt nun noh die physikalishe Bedeutung der beiden Lagrange-Multiplikatoren α und β zubestimmen. Das gelingt mit Hilfe der Entropie, die in der Maximumsnäherung unter Verwendung desAusdruks (II.179) sofort angegeben werden kann:

S

kB
≈ lnω

(
{n∗i }

)

=
∑

i

[
n∗i ln

(
gi

n∗i
− a

)
− agi ln

(
1 − a

n∗i
gi

) [
+ n∗i

] ]

=
∑

i



n∗i (βεi + α) + agi ln



 1

1 − a
n∗

i

gi




[

+ n∗i
]


 . (II.185)Hier wurde bereits die Beziehung (II.183) ausgenutzt; auÿerdem gilt
1

1 − a
n∗

i

gi

= 1 +
a

n∗i
gi

1 − a
n∗

i

gi

= 1 +
a

gi

n∗
i

− a

= 1 + a exp(−βεi − α) . (II.186)Mit Hilfe der Nebenbedingungen (II.161) und (II.162) kann die Summation nun teilweise ausgeführtwerden; man �ndet so
S

kB
= βE + αN + a

∑

i

gi ln
(
1 + ae−βεi−α

) [
+N

]
. (II.187)Es ist bemerkenswert, daÿ für ein Maxwell�Boltzmann-Gas die genaue Form des Einteilhen-Spektrumskeine Rolle spielt; in diesem (klassishen) Fall hat man einfah

S

kB
− βE − αN = N . (II.188)



92 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDiese Beziehung für die mikrokanonishe Entropie erinnert an die aus Gl. (I.79) bekannte thermo-dynamishe Identität E = TS − pV + µN , aus der sih sofort
S

kB
− E

kBT
+
µN

kBT
=

pV

kBT
(II.189)ergibt. Da weiterhin ein klassishes ideales Gas der Zustandsgleihung

pV

kBT
= N (II.190)gehorht, erlaubt der Vergleih der beiden Gleihungen (II.188) und (II.189) nun die Festlegungen

β =
1

kBT
und α = − µ

kBT
; (II.191)der Lagrange-Multiplikator für die Energiebedingung (II.162) wird also � niht ganz unerwartet �durh die Temperatur, der für die Teilhenzahlbedingung (II.161) durh das hemishe Potential be-stimmt.Diese Identi�zierung der Lagrange-Multiplikatoren gilt natürlih auh für die beiden quantenmehani-shen Statistiken. Man erhält daher aus den Gln. (II.187) und (II.189) nun die Zustandsgleihung fürideale Bose- oder Fermigase im Rahmen des mikrokanonishen Ensembles in der Form

pV

kBT
= a

∑

i

gi ln
(
1 + ae−βεi−α

)
, (II.192)wobei α und β durh Gl. (II.191) mit den phänomenologishen Gröÿen T und µ verbunden werden. ImUntershied zum Maxwell�Boltzmann-Fall geht in diese Zustandsgleihungen das jeweils vorliegendeEinteilhen-Spektrum ein.Die konkrete Berehnung der Lagrange-Parameter ist niht ganz einfah: Die Nebenbedingung (II.161)erhält mit dem Resultat (II.184) für die wahrsheinlihsten Besetzungszahlen n∗i die Form

N =
∑

i

gi

exp(βεi + α) + a
; (II.193)die Bedingung (II.162) wird zu

E =
∑

i

giεi

exp(βεi + α) + a
. (II.194)Die linken Seiten dieser beiden Gleihungen sind vorgegeben; auf den rehten müssen also α und β soeingestellt werden, daÿ beide Summen den jeweils rihtigen Wert ergeben!



II.7. DAS IDEALE GAS IM KANONISCHEN UND GROßKANONISCHEN ENSEMBLE 93II.7 Das ideale Gas im kanonishen und groÿkanonishen En-sembleWährend im mikrokanonishen Ensemble das hemishe Potential (α) und die Temperatur (β)als Lagrange-Multiplikatoren auftreten, wird im kanonishen Ensemble die Temperatur als Gleih-gewihtsparameter vorgegeben. Ausgangspunkt einer kanonishen Behandlung ist die kanonishe N -Teilhen-Zustandssumme
ZN (V, T ) =

∑

E

e−βE , (II.195)wobei diese Summe über alle Energieeigenwerte E des N -Teilhen-Systems läuft. Betrahtet mannun ein ideales Gas mit Einteilhen-Energien εi � wobei hier wirklih die tatsählihen Eigenwerte
εi auftreten, niht ihre in Abshnitt II.6 benutzten grobkörnigen Abkömmlinge � und zugehörigenBesetzungszahlkon�gurationen {ni}, so unterliegen diese Kon�gurationen zwar wie auh im mikro-kanonishen Fall der Einshränkung

∑

i

ni = N , (II.196)aber die Gesamtenergie
∑

i

niεi = E (II.197)wird niht mehr festgehalten. Daher erhält die kanonishe Zustandssumme (II.195) die Gestalt
ZN (V, T ) =

∑

{ni}

′

W
(
{ni}

)
e−β

∑
i
niεi , (II.198)wobei die Kon�gurationen {ni}, die zu dieser Summe beitragen, nur durh die Teilhenzahlbedin-gung (II.196) eingeshränkt werden; diese Einshränkung wird durh den Strih an dem Summen-zeihen angedeutet. Das statistishe Gewiht W ({ni}

) einer im Sinne der Nebenbedingung (II.196)zulässigen Kon�guration lautet gemäÿ der Gl. (II.115) für die Bose�Einstein-Statistik einfah
WBE

(
{ni}

)
= 1 . (II.199)Im Falle der Fermi�Dira-Statistik darf kein Zustand mehrfah besetzt werden, also

WFD

(
{ni}

)
=

{
1 , alle ni = 0 oder 1

0 , sonst , (II.200)und für die Maxwell�Boltzmann-Statistik hat man den üblihen �korrigierten Multinomialkoe�zien-ten�,
WMB

(
{ni}

)
=
∏

i

1

ni!
. (II.201)



94 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKFür klassishe Teilhen, die der Maxwell�Boltzmann-Statistik gehorhen, kann nun die kanonishe Zu-standssumme leiht ausgewertet werden. Einsetzen der Gewihte (II.201) in Gl. (II.198) liefert zunähst
ZN (V, T ) =

∑

{ni}

′

[(
∏

i

1

ni!

)
∏

i

(
e−βεi

)ni

]
. (II.202)An dieser Stelle kann der �Multinomialsatz�, also die Verallgemeinerung des Binomialsatzes auf Poten-zen von Summen mit mehr als zwei Summanden, benutzt werden. Es gilt nämlih

(x1 + x2 + . . .)N =
∑

{ni}

′ N !

n1!n2! . . .
xn1

1 xn2

2 . . . , (II.203)wobei die Summe der Exponenten ni genau der �Teilhenzahl�-Bedingung (II.196) unterliegt, da jededer N Klammern auf der linken Seite beim Ausmultiplizieren genau einen Faktor zu jedem der Termeauf der rehten Seite beitragen muÿ. Mit xi = e−βεi �ndet man daher sofort
ZN (V, T ) =

1

N !

∑

{ni}

′

[
N !∏
i ni!

∏

i

(
e−βεi

)ni

]

=
1

N !

[
∑

i

e−βεi

]N

=
1

N !

[
Z1(V, T )

]N
, (II.204)wobei hier in der zweiten Zeile genau die Einteilhen-Zustandssumme Z1(V, T ) auftauht. Für einideales Maxwell�Boltzmann-System ist also die N -Teilhen-Zustandssumme einfah die um den Faktor

1/N ! korrigierte N -te Potenz von Z1(V, T ).Zur Übung soll diese (aus Gl. (II.67) bereits bekannte) Einteilhen-Zustandssumme hier noh einmalberehnet werden, nun jedoh mit Hilfe der energieabhängigen Zustandsdihte: Die Anzahl N(p) derZustände, deren Impuls kleiner ist als p, ergibt sih aus dem durh h3 dividierten Phasenraumvolumen,
N(p) =

V

h3

4

3
πp3 ; (II.205)die Anzahl der Zustände mit Impulsen zwishen p und p+ dp ist also

dN(p) =
V

h3
4πp2 dp . (II.206)Da weiter ε = p2

2m für nihtrelativistishe freie Teilhen, folgt
dε =

p

m
dp =

√
2ε

m
dp ; (II.207)



II.7. DAS IDEALE GAS IM KANONISCHEN UND GROßKANONISCHEN ENSEMBLE 95daraus ergibt sih die gesuhte energieabhängige Zustandsdihte g(ε) nun zu
g(ε) dε =

V

h3
4π 2mε

√
m

2ε
dε

=
2πV

h3
(2m)3/2 ε1/2 dε . (II.208)Wandelt man Z1(V, T ) mit Hilfe dieser Dihte in ein Integral um, �ndet man

Z1(V, T ) =
∑

i

e−βεi → 2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε ε1/2e−βε

=
2πV

h3
(2m)3/2β−3/2 Γ(3/2)

=
V

h3
(2πmkBT )3/2

=
V

λ3
, (II.209)wobei der bekannte Funktionswert Γ(3/2) =

√
π/2 benutzt und das Resultat wie gewohnt durhdie thermishe Wellenlänge (II.59) ausgedrükt wurde. Man erhält auf diese Weise das �klassishe�Resultat (I.107) zurük, das auh in Abshnitt II.6 im klassishen Grenzfall aus der Dihtematrixgefunden wurde, nämlih

ZN (V, T ) =
1

N !

(
V

λ3

)N

. (II.210)Damit kann auh die groÿkanonishe Zustandssumme des idealen Maxwell�Boltzmann-Gases sofortangegeben werden. Die shon aus Gl. (II.37) bekannte Umformung
Z(z, V, T ) = tr e−β(Ĥ−µN̂)

=
∑

N,EN

e−β(EN−µN)

=
∞∑

N=0

eβµN
∑

EN

e−βEN (II.211)führt mit den N -Teilhen-Energien EN und der Fugazität z = eβµ auf die Reihe
Z(z, V, T ) =

∞∑

N=0

zNZN (V, T )

=

∞∑

N=0

1

N !

(
zV

λ3

)N

= exp

(
zV

λ3

)
, (II.212)



96 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKso daÿ für ideale klassishe Teilhen sowohl die kanonishe als auh die groÿkanonishe Statistik leihtausgewertet werden kann, indem die benötigten partiellen Ableitungen der Zustandssummen (II.210)und (II.212) gebildet werden.Für ideale Bosonen oder Fermionen kann dagegen die kanonishe N -Teilhen-Zustandssumme
ZN (V, T ) =

∑

{ni}

′

e−β
∑

i
niεi (II.213)niht mehr elementar berehnet werden, da hier die bei der Summation einzuhaltende Nebenbedingungder konstanten Teilhenzahl (II.196) erheblihe tehnishe Shwierigkeiten aufwirft. Das groÿkanonisheEnsemble, in dem diese Nebenbedingung per Konstruktion wegfällt, ist daher viel einfaher: Man hatnun

Z(z, V, T ) =

∞∑

N=0

zN
∑

{ni}

′

e−β
∑

i
niεi

=

∞∑

N=0

∑

{ni}

′
∏

i

(
ze−βεi

)ni
. (II.214)Zwar ist hier die innere Summe∑{ni}

′

. . . mit der Einshränkung∑i ni = N für festes N auszuführen,die nahfolgende Summe ∑∞
N=0 . . . , die dafür sorgt, daÿ N jeden beliebigen Wert annehmen kann,hebt diese Einshränkung jedoh wieder auf. In der Doppelsumme sind daher alle bosonishen bzw.fermionishen Kon�gurationen zugelassen, so daÿ nun die einzelnen Besetzungszahlen ni unabhängigvoneinander laufen. Die groÿkanonishe Zustandssumme entspriht daher für Bosonen (ni = 0, 1, 2, . . .)einem Produkt von unendlihen geometrishen Reihen, für Fermionen (ni = 0, 1) einem Produkt vonSummen mit nur zwei Summanden:

Z(z, V, T ) =
∏

i

∑

ni

(
ze−βεi

)ni

=






∏

i

1

1 − ze−βεi
(BE)

∏

i

(
1 + ze−βεi

) (FD) . (II.215)Nun gilt für den Logarithmus der groÿkanonishen Zustandssumme die bereits in Abshnitt I.6 mitHilfe der thermodynamishen Identität hergeleitete Beziehung (I.147), also
lnZ =

pV

kBT
.Durh Einsetzen des groÿkanonishen Resultates (II.215) erhält man aus diesem Zusammenhang sofortdie Zustandsgleihung für ideale Quantengase:

pV

kBT
= ∓

∑

i

ln
(
1 ∓ ze−βεi

)
, (II.216)



II.7. DAS IDEALE GAS IM KANONISCHEN UND GROßKANONISCHEN ENSEMBLE 97wobei das obere (untere) Vorzeihen für Bosonen (Fermionen) gilt. Benutzt man hier erneut den inGl. (II.178) eingeführten Parameter a zur Untersheidung der vershiedenen Statistiken, hat manshlieÿlih
pV

kBT
=

1

a

∑

i

ln
(
1 + aze−βεi

)
, (II.217)was genau dem mikrokanonishen Ausdruk (II.192) entspriht. Es muÿ jedoh betont werden, daÿ dieHerleitung der Zustandsgleihung im mikrokanonishen Ensemble erheblihe Näherungen voraussetzte� die �Grobkörnung� des Spektrums und die Maximumsnäherung für die Entropie in Verbindungmit der Stirling-Approximation �, wogegen die groÿkanonishe Zustandssumme (II.215) ohne jedeNäherung gefunden werden konnte, also exakt ist!

• Der Ausdruk (II.217) enthält auh den Fall der Maxwell�Boltzmann-Statistik, nämlih alsGrenzfall für a→ 0 : Durh Taylor-Entwiklung der rehten Seite erhält man den Grenzwert
pV

kBT
→
∑

i

ze−βεi = zZ1(V, T ) . (II.218)Andererseits gilt gemäÿ Gl. (II.212) und Gl. (II.67) für Maxwell�Boltzmann-Teilhen die Bezie-hung
lnZ = z

V

λ3
= zZ1(V, T ) , (II.219)so daÿ dieser Grenzwert (II.218) in der Tat die Maxwell�Boltzmann-Statistik beshreibt.Da die groÿkanonishe Zustandssumme

Z(z, V, T ) =

∞∑

N=0

zN
∑

{ni}

′

W
(
{ni}

)
e−β

∑
niεi (II.220)für jede der Statistiken aus den groÿkanonishen Wahrsheinlihkeiten für das Auftreten der jeweilszulässigen Kon�gurationen gebildet wird, können die physikalish relevanten Erwartungswerte ähnlihwie im kanonishen Fall durh geeignete partielle Ableitungen aus der Zustandssumme gewonnen wer-den, wobei zur konkreten Berehnung dieser Ableitungen die Darstellung (II.217) verwendet wird. Soerhält man etwa den Erwartungswert für die Gesamtteilhenzahl, die im groÿkanonishen Ensemble ja�uktuiert, durh eine partielle Ableitung nah der Fugazität:

〈N〉 =

∑∞
N=0Nz

N
∑

{ni}
′

W
(
{ni}

)
e−β

∑
niεi

∑∞
N=0 z

N
∑

{ni}
′ W

(
{ni}

)
e−β

∑
niεi

= z

(
∂

∂z
lnZ

)

V,T
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=

1

a

∑

i

aze−βεi

1 + aze−βεi

=
∑

i

1

z−1eβεi + a
. (II.221)Nah dem gleihen Muster ergibt sih der groÿkanonishe Erwartungswert für die Gesamtenergie zu

〈E〉 = − ∂

∂β

(
lnZ

)
z,V

=
1

a

∑

i

azεie
−βεi

1 + aze−βεi

=
∑

i

εi

z−1eβεi + a
, (II.222)und die groÿkanonishen Erwartungswerte für die Besetzungszahlen der einzelnen Zustände lauten

〈ni〉 = − 1

β

(
∂ lnZ
∂εi

)

V,T, alle εj mit j 6=i

=
1

a

aze−βεi

1 + aze−βεi

=
1

z−1eβεi + a

=
1

exp
(

εi−µ
kBT

)
+ a

. (II.223)Damit gelten für die mittlere Teilhenzahl (II.221) und die mittlere Energie (II.222) die unmittelbareinsihtigen Beziehungen
〈N〉 =

∑

i

〈ni〉 (II.224)
〈E〉 =

∑

i

εi〈ni〉 , (II.225)die als �shwahe� Varianten der mikrokanonishen strikten Zwangsbedingungen (II.161) und (II.162)angesehen werden können.Das groÿkanonishe Resultat (II.223) für die mittleren Besetzungszahlen besitzt die gleihe Form wiesein mikrokanonishes Gegenstük (II.184). Es besteht jedoh ein konzeptioneller Untershied: Im Rah-men des mikrokanonishen Ensembles wurden die wahrsheinlihsten Besetzungszahlen berehnet, imRahmen des groÿkanonishen die Erwartungswerte. Die durh den Vergleih der Ausdrüke (II.184)und (II.223) sihtbar werdende �Äquivalenz� der vershiedenen Ensembles wird daher erneut durhdie makroskopishe Gröÿe der thermodynamishen Systeme bedingt. Für groÿe N werden die zu-grundeliegenden Wahrsheinlihkeitsverteilungen nämlih derart sharf, daÿ die Untersheidung von�wahrsheinlihstem Wert� und �Mittelwert� unwesentlih wird.



II.8. STATISTISCHE EIGENSCHAFTEN DER BESETZUNGSZAHLEN 99II.8 Statistishe Eigenshaften der BesetzungszahlenDie unter Verwendung des groÿkanonishen Ensembles ohne jede Näherung hergeleitete Verteilungs-funktion für die mittlere Besetzungszahl eines Einteilhen-Zustandes mit der Energie ε,
〈nε〉 =

1

z−1eβε + a
=

1

exp
(

ε−µ
kBT

)
+ a

, (II.226)ist von herausragender Bedeutung für praktishe alle Anwendungen der Quantenstatistik. Während fürhinreihend hohenergetishe (und daher nur shwah besetzte) Zustände, nämlih für ε−µ≫ kBT , dieBesetzungszahlen für die Bose�Einstein-Statistik (a = −1) und für die Fermi�Dira-Statistik (a = +1)gemäÿ der Näherung
〈nε〉 ≈ exp

(
−ε− µ

kBT

)
∝ e−ε/kBT (II.227)in die der klassishen Maxwell�Boltzmann-Statistik (a = 0) übergehen, werden bei tiefen Temperaturendie harakteristishen Untershiede zwishen Bosonen und Fermionen deutlih:

Abbildung II.3: Mittlere Besetzungszahlen im groÿkanonishen Ensemble: Für die Fermi�Dira-Statistik (FD) fällt die Verteilungsfunktion (II.226) in einem Bereih von der Ordnung O(kBT ) um dashemishe Potential µ herum von Werten nahe Eins auf Null ab. Für die Bose�Einstein-Statistik (BE)bleibt µ stets unterhalb der Grundzustandsenergie ε0; für µ ր ε0 wird die Besetzung des Grund-zustandes sehr groÿ. Für Zustände mit hohen Energien, die nur shwah besetzt sind, gehen beidequantenmehanishe Statistiken in die klassishe Maxwell�Boltzmann-Statistik (MB) über.
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• Im Falle der Fermi�Dira-Statistik gilt 〈nε〉 ≤ 1, da jeder Zustand mit höhstens einem einzi-gen Teilhen besetzt werden kann. (Vershiedene Spineinstellungen werden hier als vershiedeneZustände angesehen.) Zustände, deren Energie um deutlih mehr als das �thermishe Energie-äquivalent� kBT unterhalb des hemishen Potentials liegen, sind praktish vollständig besetzt,

〈nε〉 → 1 für ε < µ und |ε− µ| ≫ kBT ; (II.228)Zustände mit einer Energie um deutlih mehr als kBT oberhalb von µ bleiben praktish leer,
〈nε〉 → 0 für ε > µ und |ε− µ| ≫ kBT . (II.229)Die Fermi-Verteilungsfunktion entspriht daher bei tiefen Temperaturen einer Stufenfunktion,die nur in einem Bereih von der Gröÿenordnung O(kBT ) um das hemishe Potential herum�aufgeweiht� ist.

• Im Falle der Bose�Einstein-Statistik gilt o�enbar µ < ε für alle Einteilhen-Niveaus ε, da an-dernfalls negative Besetzungszahlen auftauhen müÿten. Damit muÿ das hemishe Potentialfür Bosonen immer unterhalb des Grundzustands-Niveaus ε0 liegen. Für den Fall, daÿ sih dashemishe Potential von unten an die Grundzustandsenergie anshmiegt, also für µ ր ε0, wirddie Besetzung 〈n0〉 des Grundzustandes �makroskopish groÿ�; dieses Phänomen tritt bei derBose�Einstein-Kondensation auf.Bereits in Gl. (II.223) wurde benutzt, daÿ die Erwartungswerte der groÿkanonishen Besetzungszahlendurh Ableiten der groÿkanonishen Zustandssumme nah den Einteilhen-Energien erhalten werden,
〈nεi〉 =

1

Z

(
− 1

β

∂Z
∂εi

)

V,T, alle εj mit j 6=i

= − 1

β

(
∂ lnZ
∂εi

)

V,T, alle εj mit j 6=i

. (II.230)Führt man die gleihe Ableitungsoperation nun zweimal durh, erhält man die zugehörigen Varianzen,also die mittleren Shwankungsquadrate der Besetzungszahlen:
[(

− 1

β

∂

∂εi

)2

lnZ
]

V,T, alle εj mit j 6=i

=

(
− 1

β

∂

∂εi

)
1

Z

(
− 1

β

∂Z
∂εi

)∣∣∣∣
V,T, alle εj mit j 6=i

=
1

Z

(
− 1

β

∂

∂εi

)2

Z − 1

Z2

(
− 1

β

∂Z
∂εi

)2

= 〈n2
εi
〉 − 〈nεi〉2 . (II.231)
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〈n2

εi
〉 − 〈nεi〉2 = − 1

β

∂

∂εi
〈nεi〉 ; (II.232)daraus erhält man weiterhin für die relativen Shwankungsquadrate den Ausdruk

〈n2
εi
〉 − 〈nεi〉2
〈nεi〉2

=
1

β

∂

∂εi

1

〈nεi〉

=
1

β

∂

∂εi

(
z−1eβεi + a

)

= z−1eβεi , (II.233)der für jede der drei Statistiken gilt. Beahtet man nun
1

〈nεi〉
= z−1eβεi + a , (II.234)folgt daraus die Beziehung

〈n2
εi
〉 − 〈nεi〉2
〈nεi〉2

=
1

〈nεi〉
− a ; (II.235)die Varianzen selbst erhalten die Form

〈n2
εi
〉 − 〈nεi〉2 = 〈nεi〉

(
1 − a〈nεi〉

)
. (II.236)

• Um dieses Resultat einordnen zu können, betrahte man eine Poisson-verteilte Zufallsgröÿe X̂ miteinem Parameter λ. Die Wahrsheinlihkeit dafür, daÿ diese Zufallsgröÿe den Wert n annimmt,lautet also
p(X̂ = n) =

λn

n!
e−λ für n = 0, 1, 2, . . . . (II.237)Daraus erhält man den Erwartungswert (Übungsaufgabe! )

〈X̂〉 = λ (II.238)und die Varianz
〈X̂2〉 − 〈X̂〉2 = λ = 〈X̂〉 , (II.239)woraus sih für die relative Varianz sofort
〈X̂2〉 − 〈X̂〉2

〈X̂〉2
=

1

λ
=

1

〈X̂〉
(II.240)ergibt. Solhe Poisson-artigen Fluktuationen, für die die Varianz mit dem Erwartungswert über-einstimmt (bzw. die relative Varianz mit dem inversen Erwartungswert), heiÿen normal.



102 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDer Vergleih der Beziehung (II.240) mit dem groÿkanonishen Resultat (II.235) zeigt, daÿ die Beset-zungszahlen im klassishenMaxwell�Boltzmann-Grenzfall solhen normalen Fluktuationen unterliegen.Im Vergleih dazu sind die Besetzungszahl�uktuationen eines idealen Fermi�Dira-Gases infranormal,die eines idealen Bose�Einstein-Gases supranormal.Es soll nun noh die Wahrsheinlihkeitsverteilung pε(n) dafür angegeben werden, in einem gegebenenEinteilhen-Zustand mit einer Energie ε genau n Teilhen zu �nden.
• Im Falle der Fermi�Dira-Statistik ist entweder n = 0 oder n = 1. Also hat man

〈nε〉 =

1∑

n=0

n pε(n) = pε(1) , (II.241)so daÿ sih die gesuhte Verteilung hier durh Aufzählung der beiden einzigen Werte angebenläÿt:
pε(0) = 1 − 〈nε〉
pε(1) = 〈nε〉 . (II.242)

• Im Falle der Bose�Einstein-Statistik lautet die groÿkanonishe Zustandssumme nah Gl. (II.215)
Z =

∏

i

∑

ni

(
ze−βεi

)ni
. (II.243)Daher ist pε(n) hier proportional zu (ze−βε

)n; die Normierung ergibt
pε(n) =

(
1 − ze−βε

) (
ze−βε

)n
. (II.244)Um die hier auftretende geometrishe Verteilung ebenso wie im Fermi�Dira-Fall durh die mitt-lere Besetzungszahl auszudrüken, benutzt man

〈nε〉 =
1

z−1eβε − 1
und 〈nε〉 + 1 =

z−1eβε

z−1eβε − 1
(II.245)und �ndet damit die gesuhte Form

pε(n) =
1

〈nε〉 + 1

( 〈nε〉
〈nε〉 + 1

)n

. (II.246)
• Für die Maxwell�Boltzmann-Statistik hat man die groÿkanonishe Zustandssumme

Z =
∏

i

∑

ni

(
ze−βεi

)ni

ni!
, (II.247)



II.9. DIE SATTELPUNKTSMETHODE 103also wird pε(n) nun proportional zu (ze−βε
)n
/n! . In diesem Fall führt die Normierung auf

pε(n) =

(
ze−βε

)n

n!
exp
(
−ze−βε

)
, (II.248)also auf eine Poisson-Verteilung; unter Beahtung der klassishen Beziehung

〈nε〉 =
1

z−1eβε
= ze−βε (II.249)erhält sie die (aufgrund der Gln. (II.235) und (II.240) bereits erwartete) Gestalt

pε(n) =
〈nε〉n
n!

e−〈nε〉 . (II.250)Die geometrishe Verteilung (II.246) für Bosonen und die Poisson-Verteilung (II.250) für klassisheMaxwell�Boltzmann-Teilhen untersheiden sih in sehr wesentliher Weise. Für klassishe Teilhengilt
pε(n)

pε(n− 1)
=

〈nε〉n/n!

〈nε〉n−1/(n− 1)!
=

〈nε〉
n

∝ 1

n
, (II.251)für Bosonen dagegen

pε(n)

pε(n− 1)
=

〈nε〉
〈nε〉 + 1

= onst. (II.252)Somit fallen die Wahrsheinlihkeiten pε(n) im klassishen Fall für groÿe n viel shneller ab als imFall der Bose�Einstein-Statistik; Bosonen besitzen daher eine gegenüber klassishen Teilhen erhöhteTendenz, den gleihen Zustand zu besetzen. Anders ausgedrükt: Die Quotienten (II.251) und (II.252)geben jeweils die bedingte Wahrsheinlihkeit dafür an, daÿ ein Niveau, das bereits n − 1 Teilhenenthält, noh ein weiteres Teilhen aufnimmt. Im Maxwell�Boltzmann-Fall wird diese Wahrshein-lihkeit wie 1/n unterdrükt, im Bose�Einstein-Fall dagegen niht: Die Wahrsheinlihkeit dafür, daÿein Niveau ein weiteres Boson aufnimmt, ist unabhängig von der Anzahl der Bosonen, die es bereitsenthält.II.9 Die SattelpunktsmethodeIn Abshnitt II.6 ergab sih für die wahrsheinlihste Besetzungszahl eines gi-fah entarteten Energie-niveaus εi im Rahmen des mikrokanonishen Ensembles in Gl. (II.184) der Ausdruk
n∗i
gi

=
1

exp(βεi + α) ∓ 1
(II.253)
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β =

1

kBT
und α = − µ

kBT
, (II.254)wobei hier und im folgenden das obere (untere) Vorzeihen für Bosonen (Fermionen) gilt. Das groÿ-kanonishe Ensemble lieferte in Abshnitt II.7 für den Erwartungswert der Besetzungszahl eines Ein-teilhen-Zustandes mit der Energie εi ohne jede Näherung die Gleihung (II.223),

〈ni〉 =
1

exp
(

εi−µ
kBT

)
∓ 1

. (II.255)Daher führen beide Ensembles zu äquivalenten Aussagen, sofern die Teilhenzahlen derart groÿ sind,daÿ �wahrsheinlihster Wert� und �Erwartungswert� aufgrund der Shärfe der jeweiligen Verteilungniht mehr zu untersheiden sind.In diesem Abshnitt sollen nun die Erwartungswerte der Besetzungszahlen im kanonishen Ensem-ble berehnet werden. Um die dazu benötigten kanonishen N -Teilhen-Zustandssummen zu erhalten,kann man von den bekannten groÿkanonishen Zustandssummen (II.215) ausgehen, also von den Pro-duktdarstellungen
Z(β, z) =






∏

i

(
1 − ze−βεi

)−1 (BE)
∏

i

(
1 + ze−βεi

) (FD) , (II.256)und die Tatsahe ausnutzen, daÿ diese groÿkanonishen Zustandssummen gemäÿ der Identität
Z(β, z) =

∞∑

N=0

zNZN(β) (II.257)die kanonishen �erzeugen�. Faÿt man hier nämlih die Fugazität z als eine komplexe Variable auf,liefert der Cauhyshe Integralsatz sofort die exakte Beziehung
ZN (β) =

1

2πi

∮
dz

Z(β, z)

zN+1
, (II.258)wobei der Integrationsweg den Ursprung der komplexen Fugazitätsebene im Gegenuhrzeigersinn um-läuft. Dieses sehr komplizierte Integral kann nun mit Hilfe der Sattelpunktsmethode näherungsweiseauf ein viel einfaheres zurükgeführt und berehnet werden.

• Eine analytishe komplexwertige Funktion F (z) = U(z) + iV (z) einer komplexen Variablen z =

x+ iy gehorht nah der Kettenregel den Gleihungen
∂F

∂x
=

∂F

∂z

∂z

∂x
=

∂F

∂z
∂F

∂y
=

∂F

∂z

∂z

∂y
= i

∂F

∂z
; (II.259)
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∂

∂x
(U + iV ) = −i

∂

∂y
(U + iV ) (II.260)oder

∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
=

∂V

∂y
− i

∂U

∂y
. (II.261)Trennung von Real- und Imaginärteil liefert die bekannten Cauhy�Riemannshen Gleihungen

∂U

∂x
=

∂V

∂y

∂V

∂x
= −∂U

∂y
. (II.262)Nohmaliges Di�erenzieren und Vertaushen der zweiten Ableitungen ergibt

∂2U

∂x2
=

∂

∂x

∂V

∂y
=

∂

∂y

∂V

∂x
= −∂

2U

∂y2

∂2V

∂y2
=

∂

∂y

∂U

∂x
=

∂

∂x

∂U

∂y
= −∂

2V

∂x2
; (II.263)daher gehorhen die Funktionen U = U(x, y) und V = V (x, y) der Laplae-Gleihung in zweiDimensionen: Mit der De�nition ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 hat man nah Gl. (II.263) die Identitäten ∆U = 0und ∆V = 0. Dann gilt auh ∆F = 0, oder
∂2F

∂x2
= −∂

2F

∂y2
; (II.264)die zweite Ableitung der Funktion F (z) parallel zur imaginären Ahse ist also in jedem Punkt zdas Negative dessen, was sih bei Ableitung in Rihtung der reellen Ahse ergibt.Wenn daher die Funktion F (z) für reelle Argumente reell bleibt und bei Veränderung von zentlang der reellen Ahse bei z = z0 ein Minimum aufweist, so �ndet man bei Veränderung von zauf der Parallelen zur imaginären Ahse durh z0 in diesem Punkt ein Maximum; die Funktion

F (z) besitzt daher in z0 einen Sattelpunkt. Wenn nun, wie im Falle des Umlau�ntegrals (II.258),das Integral der Funktion F (z) entlang eines weitgehend beliebigen geshlossenen Weges um denUrsprung herum zu berehnen ist, so ist es zwekmäÿig, den Integrationsweg senkreht zur re-ellen Ahse genau über den Sattel zu führen: Da dann der dominante Beitrag zum Integral inder Umgebung des Sattelpunktes �aufgesammelt� und weiterhin der Integrand in dieser Umge-bung durh eine Gauÿfunktion beshrieben wird, kann das Umlau�ntegral durh ein einfahesGauÿintegral approximiert werden; diese Approximation ist umso besser, je gröÿer der Wert derzweiten Ableitung F ′′(z0) in Rihtung der reellen Ahse ist; je shärfer also das Minimum fürreelle z und damit auh der Sattel ausgeprägt ist. Diese �Sattelpunktsmethode� wird aufgrundder damit verbundenen speziellen Wahl des Integrationsweges in der englishen Literatur auhals method of steepest desent bezeihnet.
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Abbildung II.4: Die Sattelpunktsnäherung. Besitzt eine Funktion F (z) bei Veränderung von z ent-lang der reellen Ahse in z0 ein Minimum, so hat sie bei Veränderung von z senkreht dazu in z0ein Maximum. Um den Wert eines Umlau�ntegrals der Funktion F (z) zu berehnen, führt man denIntegrationsweg genau über den Sattel: Da der dominante Beitrag zum Integral in einer Umgebung umden Sattelpunkt erworben und der Integrand dort durh eine Gauÿfunktion approximiert wird, kanndas Umlau�ntegral auf ein einfahes Gauÿintegral zurükgeführt werden.Bei der Auswertung der Integraldarstellung (II.258) der kanonishen N -Teilhen-Zustandssumme stöÿtman nun auf den Integranden
F (z) =

Z(β, z)

zN+1
≡ exp

(
− f(z)

)
, (II.265)wobei im Hinblik auf die spätere Gauÿapproximation bereits hier sein negativer Logarithmus

f(z) = (N + 1) ln z − lnZ(β, z)

= (N + 1) ln z ±
∞∑

i=0

ln
(
1 ∓ ze−βεi

) (II.266)eingeführt und die Produktdarstellung (II.256) verwendet wurde. Da Z(β, z) auf der reellen Ahsemit z stark anwähst, die Funktion z → 1/zN+1 jedoh shnell abfällt, wenn N groÿ wird, besitztdas Produkt F (z) = Z(β, z)/zN+1 auf der reellen Ahse ein deutlih ausgeprägtes Minimum, das mitwahsender Teilhenzahl N immer shärfer werden wird, und erfüllt damit die Voraussetzung für dieAnwendung der Sattelpunktsmethode.Um den Sattelpunkt zu �nden, leitet man anstelle der Funktion F (z) einfaher ihren negativen Loga-rithmus f(z) ab: Es ist
∂f

∂z
=
N + 1

z
±

∞∑

i=0

(∓1)e−βεi

1 ∓ ze−βεi
. (II.267)



II.9. DIE SATTELPUNKTSMETHODE 107Die Bestimmungsgleihung für den Sattelpunkt z0, also
∂f(z)

∂z

∣∣∣∣
z=z0

= 0 , (II.268)erhält nun die suggestive Form
N + 1 =

∞∑

i=0

1

z−1
0 eβεi ∓ 1

, (II.269)die durh Vergleih mit der groÿkanonishen Beziehung (II.221) sofort die physikalishe Bedeutung desSattelpunktparameters z0 zeigt: Sofern der Untershied zwishen N + 1 und N vernahlässigt werdendarf � was für hinreihend groÿe Systeme natürlih immer der Fall ist �, gleiht der Wert von z0 fürein kanonishes Ensemble von Systemen mit genau N Teilhen dem Wert der Fugazität z = eµ/kBT ineinem groÿkanonishen Ensemble von Systemen, die im Mittel N Teilhen beinhalten.Für die zweite Ableitung ergibt sih
∂2f

∂z2
= −N + 1

z2
−

∞∑

i=0

±
(
e−βεi

)2

(1 ∓ ze−βεi)
2

= − 1

z2

[
N + 1 ±

∞∑

i=0

(
1

z−1eβεi ∓ 1

)2
]
. (II.270)Im Falle von Bosonen ist daraus die Ungleihung

∂2f

∂z2

∣∣∣∣
z=z0

≡ f (2)(z0) < 0 (II.271)sofort ersihtlih. Sie gilt jedoh auh für Fermionen: Da im Fermi�Dira-Fall alle Summanden aufder rehten Seite der Sattelpunktsgleihung (II.269) einen Wert zwishen Null und Eins annehmen,sind ihre Quadrate stets kleiner als sie selbst; die ekige Klammer in Gl. (II.270) ist daher für z = z0immer positiv. Damit besitzt f(z) für Bosonen und für Fermionen bei z = z0 ein Maximum; gemäÿdem Zusammenhang (II.265) besitzt die Funktion F (z) somit das erwartete Minimum auf der reellenAhse. Da die Gröÿenordnung der Krümmung bei niht zu tiefen Temperaturen o�enbar durh
f (2)(z0) = O(N) (II.272)gegeben wird, wird dieses Minimum � und folglih auh das bei der �senkrehten� Sattelpunkts-integration auftauhende Maximum � mit zunehmender Teilhenzahl tatsählih immer shärfer. Da-her wird auh die Gauÿapproximation mit wahsendem N immer besser � sie ist keine unkontrollierteNäherung, sondern �asymptotish exakt� !



108 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKDie formale Anwendung der Sattelpunktsmethode ist nun sehr einfah: Nah quadratisher Entwiklungder Funktion f(z) um den Sattelpunkt herum sowie der Substitution z = z0 + iu mit reellen u ergibtsih unter Berüksihtigung von f (2)(z0) < 0 sofort das Gauÿintegral
ZN (β) ≈ 1

2πi

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz exp

(
−f(z0) −

1

2
f (2)(z0)(z − z0)

2

)

=
1

2π
e−f(z0)

∫ +∞

−∞
du exp

(
+

1

2
f (2)(z0)u

2

)

=
e−f(z0)

√
−2πf (2)(z0)

. (II.273)Es folgt
lnZN (β) = −f(z0) −

1

2
ln 2π − 1

2
ln
(
−f (2)(z0)

)

= −(N + 1) ln z0 ∓
∞∑

i=0

ln
(
1 ∓ z0e

−βεi
)

−1

2
ln 2π − 1

2
ln

∞∑

i=0

z−1
0 e−βεi

(1 ∓ z0e−βεi)
2 , (II.274)wobei für den vierten Term auf der rehten Seite der zweiten Gleihung die Umformung

−f (2)(z0) =
N + 1

z2
0

±
∞∑

i=0

(
e−βεi

)2

(1 ∓ z0e−βεi)
2

= ±
∞∑

i=0

[
(±z−1

0 )e−βεi

1 ∓ z0e−βεi
+

(
e−βεi

)2

(1 ∓ z0e−βεi)
2

]

=
∞∑

i=0

z−1
0 e−βεi

(1 ∓ z0e−βεi)
2 (II.275)benutzt wurde, die ihrerseits die Sattelpunktsgleihung (II.269) beinhaltet. Im allgemeinen wird dieserletzte Term auf der rehten Seite der Gl. (II.274), in dem die Summe nur unter dem Logarithmusauftauht, gegenüber dem zweiten Term, der sih aus einer Summe von Logarithmen zusammensetzt,vernahlässigbar klein sein; es gilt dann sogar in guter Näherung

lnZN (β) = −f(z0) . (II.276)Das entspriht einmal mehr der shon häu�g verwendeten Maximumsnäherung: Der Logarithmus der�Summe� (II.273) wird hier durh den Logarithmus lediglih des maximalen Summanden approximiert!Es gibt jedoh eine Situation, die gesondert betrahtet werden muÿ: Im Falle von Bosonen besetzenbei sehr tiefen Temperaturen fast alle Teilhen den Grundzustand. Dann muÿ der Summand mit i = 0



II.9. DIE SATTELPUNKTSMETHODE 109auf der rehten Seite der Sattelpunktsgleihung (II.269) die Summe shon alleine fast voll ausshöpfen;man hat daher nun
z−1
0 eβε0 − 1 = O(1/N) . (II.277)Folglih sind in diesem Sonderfall der zweite und der vierte Term auf der rehten Seite der letztenGl. (II.274) von gleiher Gröÿenordnung, nämlih von der Ordnung O(lnN), so daÿ die Vernah-lässigung des vierten niht mehr gerehtfertigt ist. Wenn man diesen besonderen Tieftemperatur-Fall (II.277) zunähst auÿer Aht läÿt und die Näherung (II.276) akzeptiert, ergeben sih darausdie gesuhten kanonishen Erwartungswerte der Besetzungszahlen in Analogie zu der groÿkanonishenRehnung (II.223) durh Ableiten, wobei nun allerdings auh die Temperaturabhängigkeit des Sattel-punktes z0 zu berüksihtigen ist:
〈nj〉 =

∂ lnZN(β)

∂(−βεj)
+
∂ lnZN (β)

∂z0

∂z0
∂(−βεj)

=
∂f(z0)

∂(βεj)
+

∂f

∂z

∣∣∣∣
z0

· ∂z0
∂(βεj)

. (II.278)Da jedoh der zweite Beitrag als Folge der de�nierenden Gleihung (II.268) für den Sattelpunkt ver-shwindet, erhält man shlieÿlih
〈nj〉 =

∂

∂(βεj)

[
±

∞∑

i=0

ln
(
1 ∓ z0e

−βεi
)
]

=
z0e

−βεj

1 ∓ z0e−βεj

=
1

z−1
0 eβεj ∓ 1

. (II.279)Bis auf den Umstand, daÿ in der Sattelpunktsgleihung (II.269), die ja den Wert des Parameters z0festlegt, auf der linken Seite ein �N + 1� anstelle von N auftauht, gleiht dieses Ergebnis genauden groÿkanonishen Erwartungswerten (II.223), so daÿ die erwartete Äquivalenz der vershiedenenEnsembles bei hinreihend groÿen Teilhenzahlen auh hier sihergestellt wird.
• Wie aber ist der Sonderfall (II.277) zu behandeln, also die bei sehr tiefen Temperaturen mögli-he Besetzung des Grundzustandes durh eine sehr groÿe Anzahl von Bosonen? Dieses Phänomenist von erheblihem Interesse; es wird als Bose�Einstein-Kondensation bezeihnet und im folgen-den Abshnitt III.1 im Rahmen des groÿkanonishen Ensembles ausführlih untersuht werden.Betrahtet man anstelle der Erwartungswerte der Besetzungszahlen zunähst deren Varianzen, somaht man für diesen Fall eine interessante Beobahtung: Im groÿkanonishen Ensemble ergibtsih für die Varianz der Grundzustandsbesetzung nah Gl. (II.236) der exakte Ausdruk

〈n2
0〉 − 〈n0〉2 = 〈n0〉

(
〈n0〉 + 1

)
; (II.280)



110 KAPITEL II. FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANISCHEN STATISTIKdaher werden für T → 0, wenn alle Bosonen in den Grundzustand �kondensieren�, die groÿkano-nishen Fluktuationen sehr groÿ, nämlih
〈n2

0〉 − 〈n0〉2 → 〈N〉
(
〈N〉 + 1

)
. (II.281)Auf der anderen Seite ist im kanonishen und im mikrokanonishen Ensemble die Teilhenzahl Nfest vorgegeben. Wenn daher in diesen Ensembles für T → 0 alle N Teilhen den Grundzustandbesetzen, kann die Zahl der Teilhen im Grundzustand niht mehr �uktuieren; also gilt

〈n2
0〉 − 〈n0〉2 → 0 (II.282)im kanonishen und im mikrokanonishen Ensemble für T → 0. Auf der Ebene der Fluktua-tionen sind daher die vershiedenen Ensembles im Falle der Bose�Einstein-Kondensation nihtmehr äquivalent! Um jedoh zu untersuhen, ob sih diese Niht-Äquivalenz bereits auf der Ebe-ne der Besetzungszahlen selbst niedershlägt, ist die in diesem Abshnitt skizzierte Form derSattelpunktsnäherung ungeeignet: Als Folge der Beziehung (II.277) ist niht nur der vierte Termauf der rehten Seite der Gleihung (II.274) gegenüber dem zweiten niht mehr vernahlässigbar,sondern eine kurze Rehnung zeigt sogar

f (k)(z0) = O(Nk) (II.283)für die Gröÿenordnung der k-ten Ableitung der Funktion f(z) am Sattelpunkt (k ≥ 2); insbe-sondere gilt also für ein kondensiertes Bose-Gas die Beziehung f (2)(z0) = O(N2) anstelle der fürnihtkondensierte Systeme gültigen Abshätzung (II.272). Der Abbruh der Taylorentwiklungvon f(z) nah dem quadratishen Term, der zu dem Gauÿintegral (II.273) führte, ersheint daherfragwürdig. Tatsählih ist es aber niht dieser Umstand, der die bisher verwendete Form derSattelpunktsnäherung für Bosonen bei tiefen Temperaturen ungültig maht � für die Herlei-tung einer asymptotishen Näherung ist das Konvergenzverhalten der Taylorreihe unerheblih�, sondern ein damit zusammenhängender: Aus der Beziehung (II.277) folgt nämlih sofort
z0 = eβε0 −O(1/N) , (II.284)so daÿ der Sattelpunkt z0 für ein Bose�Einstein-kondensiertes System bis auf Terme der Ordnung

O(1/N) an den �Grundzustandspol� bei z = eβε0 der groÿkanonishen Zustandssumme
Z(β, z) =

∞∏

i=0

1

1 − ze−βεi
(II.285)heranrükt. Andererseits verlangt die Gauÿapproximation (II.273), daÿ der tatsählihe Integrand

exp
(
−f(z)

) in einem Umkreis mit einem Radius von der GröÿenordnungO(1/
√
|f (2)(z0)|) um z0



II.9. DIE SATTELPUNKTSMETHODE 111herum regulär bleibt, eben damit die einfahe Gauÿkurve den Integranden in der relevantenUmgebung des Entwiklungspunktes rihtig beshreiben kann. Da jedoh nun nah Gl. (II.283)
1/
√
|f (2)(z0)| = O(1/N) , (II.286)und weiterhin nah Gl. (II.284) in der O(1/N)-Umgebung des Sattelpunktes der Grundzustands-pol anzutre�en ist, kann genau diese Regularitätsvoraussetzung niht mehr erfüllt werden: ImFalle eines kondensierten Bose-Gases wird der Integrand durh den in der Nähe des Sattelpunktesliegenden Grundzustandspol der groÿkanonishen Zustandssumme derart verzerrt, daÿ er nihtmehr durh eine Gauÿfunktion beshrieben werden kann.Es existiert jedoh eine Variante der Sattelpunktsmethode, mit der auh solhe singulären Inte-granden behandelt werden können7; diese Variante zeigt, daÿ das vorherige Resultat (II.279) fürdie Erwartungswerte der kanonishen Besetzungszahlen trotz der beshriebenen Komplikationauh für ein Bose�Einstein-kondensiertes Gas Gültigkeit besitzt Die Niht-Äquivalenz der ver-shiedenen statistishen Ensembles bei Bose�Einstein-Kondensation äuÿert sih daher erst aufder Ebene der Besetzungszahl�uktuationen.

7Bei dieser Variante bezieht man den �Grundzustandspol�, also den Faktor i = 0 der groÿkanonishen Zustandssum-me (II.285), niht in die Gauÿentwiklung ein. Das dann resultierende Integral führt auf parabolishe Zylinderfunktionen,deren Verhalten genau bekannt ist. Die tehnishen Details dieses Verfahrens erläutern M. Holthaus und E. Kalinowski,The saddle-point method for ondensed Bose gases, Annals of Physis (New York) 276, 321�360 (1999).
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Kapitel IIIIdeale Bose-GaseAus Abshnitt II.5 ist bekannt, daÿ ideale Gase klassish behandelt werden dürfen, wenn der mittlereAbstand der Teilhen groÿ im Vergleih zu ihrer thermishen Wellenlänge ist, wenn also nλ3 ≪ 1.Wenn diese Bedingung niht erfüllt ist, wird die quantenmehanishe Natur der Teilhen und damitinsbesondere der Untershied zwishen Bosonen und Fermionen sihtbar. In diesem Kapitel soll zu-nähst das Verhalten solher �entarteter� Bose-Gase untersuht werden. Zwar sind die meisten realenBose-Gase niht wehselwirkungsfrei, also niht ideal, aber dennoh kommt der Untersuhung auh deridealen Quantengase besondere Bedeutung zu: So kann z.B. das �Photonengas� als ein relativistishesideales Gas masseloser Teilhen angesehen werden. Seit der experimentellen Realisierung der Bose�Einstein-Kondensation sehr dünner atomarer Gase im Jahre 1995 ist zudem die Physik der shwahwehselwirkenden Bose-Gase zu einem aktuellen, sih stürmish entwikelnden Forshungsgebiet ge-worden, dessen Verständnis die genaue Kenntnis des idealen Systems voraussetzt.III.1 Thermodynamik idealer Bose-GaseIII.1.1 Die KontinuumsapproximationFür ein ideales Bose-Gas mit den Einteilhen-Energien ε, das im Ensemblemittel aus 〈N〉 ≡ N Teilhenin einem Volumen V besteht, gelten nah Abshnitt II.7 die groÿkanonishen Beziehungen
pV

kBT
= lnZ = −

∑

ε

ln
(
1 − ze−βε

)

N =
∑

ε

〈nε〉 =
∑

ε

1

z−1eβε − 1
(III.1)mit dem üblihen Temperaturparameter β = 1

kBT und der Fugazität z = eβµ. Wenn nun die Temperaturderart hoh ist, daÿ sehr viele Niveaus besetzt sind, kann die Summe über alle ε in guter Näherung durh113



114 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEein Integral ersetzt werden; diese Näherung wird als Kontinuumsapproximation bezeihnet. Für dashier behandelte Gas freier Teilhen geshieht die Ersetzung mit Hilfe der bekannten energieabhängigenZustandsdihte (II.208),
g(ε) =

2πV

h3
(2m)3/2 ε1/2 . (III.2)

• Falls dagegen das Gas in einer �Falle� gefangen ist, was naturgemäÿ in Laboratoriumsexperi-menten, die mit nur a. 106 Atomen durhgeführt werden, immer der Fall sein muÿ, wird dasEinteilhen-Spektrum und damit auh die Zustandsdihte durh das Fallenpotential bestimmt.So �ndet man für eine Falle mit dem Potential eines dreidimensionalen isotropen harmonishenOszillators mit der Kreisfrequenz ω die quadratish von der Energie abhängende mittlere Zu-standsdihte (Übungsaufgabe! )
g(ε) ≈ 1

2

ε2

(h̄ω)3
; (III.3)diese Dihte ist von groÿer Bedeutung für die Beshreibung vieler gegenwärtig durhgeführterExperimente mit gefangenen �ultrakalten� Gasen.Bei dem Versuh, die Summen in den Gl. (III.1) gemäÿ

∑

ε

. . .
?≈
∫ ∞

0

dε g(ε) . . . (III.4)in Integrale zu überführen, wird nun eine bereits in den Abshnitten II.8 und II.9 erwähnte Besonderheitwihtig: Shreibt man den groÿkanonishen Erwartungswert der Besetzungszahl des Grundzustandesmit der Energie ε0 = 0 als 〈n0〉 ≡ N0, so gilt
N0 =

1

z−1 − 1
; (III.5)wenn also z ր 1, d.h. wenn sih das hemishe Potential µ des Gases von unten an die Grundzustands-energie ε0 = 0 annähert, wird die Besetzung des Grundzustandes sehr groÿ, d.h. von der Ordnung

O(N). Andererseits wird der Grundzustand durh die Zustandsdihte (III.2) jedoh mit Null gewihtet,
g(0) = 0, kann daher zum Integral niht beitragen. Daher müssen in der Kontinuumsapproximationder Gln. (III.1) die Summanden mit ε = 0 zunähst beibehalten werden: Man hat dann

pV

kBT
= −2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 − ze−βε

)
− ln(1 − z) (III.6)und

N =
2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε
ε1/2

z−1eβε − 1
+

1

z−1 − 1
. (III.7)



III.1. THERMODYNAMIK IDEALER BOSE-GASE 115Im Falle z ր 1 besetzt sogar ein beliebig groÿer Bruhteil der vorhandenen N Teilhen den Grund-zustand; dann kann die Gl. (III.7) ohne den zweiten Summanden auf der rehten Seite niht erfülltwerden. Dagegen gilt nah Gl. (III.5) die Identität z−1 − 1 = 1
N0

und folglih auh
z =

N0

N0 + 1
; (III.8)das ergibt 1− z = 1
N0+1 . Selbst im Falle einer �groÿen� Grundzustandsbesetzung, also für N0 = O(N),ist daher ln(1 − z) = O(lnN); der Grundzustandsterm in Gl. (III.6) bleibt daher logarithmish kleinund darf trotz der falshen Gewihtung des Grundzustandes durh die Dihte (III.2) vernahlässigtwerden. Partielle Integration führt dann auf

p

kBT
= −2π

h3
(2mkBT )3/2

∫ ∞

0

dxx1/2 ln
(
1 − ze−x

)

= − 2√
π

(
2πmkBT

h2

)3/2
[

2

3
x3/2 ln

(
1 − ze−x

)∣∣∣∣
∞

0

−
∫ ∞

0

dx
2
3x

3/2ze−x

1 − ze−x

]
; (III.9)da die Randterme vershwinden, erhält man daraus unter Verwendung der thermishen Wellenlän-ge (II.59) nun

p

kBT
=

1

λ3

4

3
√
π

∫ ∞

0

dx
x3/2

z−1ex − 1
. (III.10)Das hier auftauhende Bose�Einstein-Integral liefert ein erstes Beispiel für eine wihtige Klasse spezi-eller Funktionen, die im folgenden häu�g benötigt werden wird:

• Es sei
gn(z) =

1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1

z−1ex − 1
(III.11)die �Bose-Funktion zum Index n�. 1 Dann erhält man für 0 ≤ z < 1 sofort die nützlihe Reihen-darstellung

gn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1ze−x

1 − ze−x

=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dxxn−1
∞∑

ℓ=1

(
ze−x

)ℓ

=

∞∑

ℓ=1

zℓ

ℓn

= z +
z2

2n
+
z3

3n
+ . . . ; (III.12)1In der mathematishen Literatur wird diese Funktion als Polylogarithmus bezeihnet: gn(z) = Lin(z).



116 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEinsbesondere gilt gn(z) ≈ z für z ≪ 1. Andererseits hat man jedoh gemäÿ Gl. (III.8) z ≈ 1 bei�groÿer� Grundzustandsbesetzung N0. In diesem Fall benötigt man die Funktionswerte
gn(1) =

∞∑

ℓ=1

1

ℓn
= ζ(n) , (III.13)wobei ζ(z) die Riemannshe Zeta-Funktion bezeihnet; diese Funktion spielt insbesondere auh inder Zahlentheorie eine herausragende Rolle. Sie ist für alle komplexen Argumente z mit Ausnahmeeines einfahen Pols bei z = 1 regulär; für Re(z) > 1 gilt die oben benutzte Reihendarstellung

ζ(z) =

∞∑

ℓ=1

1

ℓz
. (III.14)Einige in der statistishen Physik der Bose-Gase häu�g vorkommende Funktionswerte sind

ζ(3/2) ≈ 2.612375

ζ(2) = π2/6 ≈ 1.644934

ζ(5/2) ≈ 1.341487

ζ(3) ≈ 1.202057

ζ(4) = π4/90 ≈ 1.082323 . (III.15)Unter Berüksihtigung von Γ
(

5
2

)
= 3

2 · 1
2

√
π sowie der De�nition (III.11) erhält die Gl. (III.10) dahernun die Standardform

p

kBT
=

1

λ3

1
3
√

π
4

∫ ∞

0

dx
x3/2

z−1ex − 1

=
1

λ3
g5/2(z) , (III.16)ebenso vereinfaht sih die Gl. (III.7) zu

N −N0

V
=

(
2πmkBT

h2

)3/2
1
√

π
2

∫ ∞

0

dx
x1/2

z−1ex − 1

=
1

λ3
g3/2(z) . (III.17)Diese beiden Grundgleihungen (III.16) und (III.17) bilden den Ausgangspunkt für die folgende Un-tersuhung der Thermodynamik des freien, idealen Bose-Gases im groÿkanonishen Ensemble.Aus der ersten dieser Gleihungen erhält man sofort den bekannten, von der Statistik unabhängigenZusammenhang zwishen dem Druk und der Energiedihte zurük: Die Innere Energie des Gases ist

U = −
(
∂ lnZ
∂β

)

z,V
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= kBT

2 ∂

∂T

(
pV

kBT

)

z,V

= kBT
2 V g5/2(z)

∂

∂T

1

λ3

=
3

2
kBT

V

λ3
g5/2(z)

=
3

2
kBT

pV

kBT
, (III.18)das bedeutet, wie erwartet,

p =
2

3

U

V
. (III.19)III.1.2 Die VirialentwiklungUm weiter aus den Gln. (III.16) und (III.17) die üblihe Form der Zustandsgleihung für das idealeBose-Gas zu ershlieÿen, muÿ die Fugazität z eliminiert werden. Dazu wird zunähst der Fall eines nurshwah entarteten Gases betrahtet, dessen Temperatur noh so hoh ist, daÿ N0 = 0 gesetzt werdendarf. Die Entwiklung (III.12) führt dann für die zweite der Grundgleihungen auf die Potenzreihe

N

V
=

1

λ3
g3/2(z)

=
1

λ3

(
z +

z2

23/2
+

z3

33/2
+

z4

43/2
+ . . .

)
, (III.20)die nun invertiert, also nah z aufgelöst werden muÿ. Dazu wird ausgenutzt, daÿ bei nur shwaherEntartung sowohl die Fugzität z als auh der dimensionslose Parameter

q ≡ λ3

V/N
= nλ3 (III.21)klein ist. In erster Ordnung erhält man durh Multiplikation der Gl. (III.20) mit λ3 und Vernahlässi-gung der höheren Potenzen von z sofort

z(1) = q ; (III.22)in zweiter Ordnung ergibt sih unter Verwendung der ersten dann
z(2) = q − 1

23/2
z(1)2

= q − 1

23/2
q2 . (III.23)



118 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEDas Verfahren kann nun sukzessive, also Ordnung für Ordnung in z, weitergeführt werden, wobei in
n-ter Ordnung auf die in der (n − 1)-ten erhaltene Näherung für z zurükgegri�en wird: In dritterOrdung ergibt sih auf diese Weise

z(3) = q − 1

23/2
z(2)2 − 1

33/2
z(2)3

= q − 1

23/2

[
q2 − 1

21/2
q3
]
− 1

33/2
q3 + O(q4)

= q − 1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3 + O(q4) , (III.24)was bereits erahnen läÿt, daÿ dieses Verfahren in höheren Ordnungen reht bald sehr aufwändig unddamit unpraktikabel wird. In der Tat: Die 4. Ordnung liefert

z(4) = q − 1

23/2
z(3)2 − 1

33/2
z(3)3 − 1

43/2
z(3)4

= q − 1

23/2

[
q2 − 1

21/2
q3 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4 +

1

23
q4
]

− 1

33/2

[
q3 − 3

23/2
q4
]

− 1

43/2
q4 + O(q5)

= q − 1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

−
(

1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4 + O(q5) . (III.25)Die so erhaltene Näherung für die Fugazität z muÿ nun in die erste Grundgleihung, also in dieEntwiklung

p

kBT
=

1

λ3

(
z +

z2

25/2
+

z3

35/2
+

z4

45/2
+ . . .

) (III.26)eingesetzt werden. Multiplikation mit V/N liefert dann bei Mitnahme der oben berehneten Terme biszur 4. Ordnung in q die Zustandsgleihung
pV

NkBT
=

1

q

[
q − 1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

−
(

1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4

+
1

25/2

(
q2 − 1

21/2
q3 +

1

23
q4 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4
)

+
1

35/2

(
q3 − 3

23/2
q4
)

+
1

45/2
q4 + O(q5)

]
. (III.27)



III.1. THERMODYNAMIK IDEALER BOSE-GASE 119Da ja der Entwiklungsparameter q = λ3

V/N = λ3/v gerade das Verhältnis des �Quantenvolumens� λ3zu dem pro Teilhen zur Verfügung stehenden Volumen v = V/N angibt, hat dieses Resultat (III.27)die Form einer sogenannten Virialentwiklung, also einer Entwiklung der Zustandsgleihung nahPotenzen dieses Parameters,
pV

NkBT
=

∞∑

ℓ=1

aℓ

(
λ3

v

)ℓ−1

, (III.28)wobei der führende Virialkoe�zient
a1 = 1 (III.29)dem klassishen Grenzfall q → 0 entspriht. Die drei ersten �nihttrivialen� Virialkoe�zienten könnenebenfalls aus der Entwiklung (III.27) abgelesen werden:
a2 =

1

25/2
− 1

23/2

=

(
1

4
− 1

2

)
1√
2

= − 1

4
√

2

≈ −0.176777 , (III.30)weiterhin
a3 =

1

4
− 1

33/2
− 1

23
+

1

35/2

=
1

8
+

(
1

9
− 1

3

)
1√
3

= −
(

2

9
√

3
− 1

8

)

≈ −0.003300 (III.31)und
a4 = − 1

4
√

2
+

1

3
√

6
− 1

16
√

2
+

1

2
√

6
− 1

8

+
1

8
√

2
− 1

6
√

6
+

1

32
√

2

− 1

6
√

6
+

1

32

= − 3

32
+

1

2
√

6
+

−8 − 2 + 4 + 1

32
√

2
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= −

(
3

32
+

5

32
√

2
− 1

2
√

6

)

≈ −0.000111 . (III.32)Die Virialkoe�zienten aℓ werden also augensheinlih mit zunehmenden Index ℓ shnell klein. Ausphysikalisher Siht entspriht die Potenzreihe (III.28) einer Hohtemperaturentwiklung der Zustands-gleihung des idealen Bose-Gases: Für T → ∞ hat man λ → 0 und daher auh q → 0, so daÿ sih dierehte Seite der Reihe (III.28) auf ihren führenden Term reduziert; in diesem Grenzfall erhält man dieZustandssumme des klassishen idealen Gases zurük. Bei zwar hohen, aber endlihen Temperaturen,also für 0 < q ≪ 1, wird neben a1 = 1 zunähst nur der zu a2 proportionale Term benötigt, derdie �führende Quantenkorrektur� beshreibt, also die bei diesen Temperaturen sihtbar werdende Kor-rektur des klassishen Verhaltens aufgrund der Austaushwehselwirkung, also letzlih aufgrund derSymmetrie der quantenmehanishen Wellenfunktion des Vielteilhensystems. Die Tatsahe, daÿ dieserKoe�zient a2 negativ ist, zeigt gemäÿ der Entwiklung (III.28) an, daÿ der Druk in einem idealenBose-Gas bei hohen, aber endlihen Temperaturen im Vergleih zu dem in einem klassishen idealenGas verringert wird, wie es aufgrund des für Bosonen attraktiven statistishen Wehselwirkungspoten-tials (II.160) zu erwarten ist: Die durh die Bose-Symmetrie bedingte e�ektive Anziehung der Teilhenentspriht einer Drukverminderung.Diese groÿkanonishe Virialentwiklung (III.28) bildet o�enbar ein Gegenstük zu der kanonishenEntwiklung (II.147). Dem Vorteil, daÿ hier auh die höheren Virialkoe�zienten relativ leiht bereh-net werden können, steht der Nahteil gegenüber, daÿ der Zusammenhang der einzelnen Terme derEntwiklung mit den in Wehselwirkung stehenden Teilhenkon�gurationen niht mehr o�ensihtlihist.Mit Hilfe der Virialentwiklung läÿt sih nun auh die spezi�she Wärmekapazität des shwah entar-teten idealen Bose-Gases angeben. Unter Benutzung des Zusammenhangs (III.19) hat man zunähst
CV

NkB
=

1

NkB

(
∂U

∂T

)

N,V

=
3

2

(
∂

∂T

pV

NkB

)

N,V

. (III.33)Die einzelnen Terme in der Entwiklung
pV

NkB
=

∞∑

ℓ=1

aℓT

(
λ3

v

)ℓ−1 (III.34)sind proportional zu T 1− 3

2
(ℓ−1) = T

5−3ℓ
2 ; also folgt

CV

NkB
=

3

2

∞∑

ℓ=1

5 − 3ℓ

2
aℓ

(
λ3

v

)ℓ−1

=
3

2

[
1 + 0.088388

λ3

v
+ 0.006600

(
λ3

v

)2

+ 0.000390

(
λ3

v

)3

+ . . .

]
, (III.35)



III.1. THERMODYNAMIK IDEALER BOSE-GASE 121wobei die vorher berehneten numerishen Werte der Virialkoe�zienten a1 bis a4 eingesetzt wurden.Für sehr hohe Temperaturen und bzw. oder sehr kleine Dihten, also für λ3/v → 0, erhält man darauswieder das klassishe Resultat zurük, CV = 3
2NkB. Für kleine, aber endlihe Werte von λ3/v liegtdagegen CV oberhalb des klassishen Grenzwertes. Da andererseits die Wärmekapazität für T → 0vershwinden muÿ, muÿ CV bei einer gewissen Temperatur ein Maximum besitzen. (Die folgendeUntersuhung wird zeigen, daÿ dieses Maximum ein �usp� ist, daÿ also dort die Ableitung von CVnah T einen Sprung maht.)III.1.3 Bose�Einstein-KondensationWird nun die Temperatur des Gases erniedrigt oder seine Dihte erhöht, so daÿ λ3/v niht mehrklein im Vergleih zu 1 bleibt, tragen mehr und mehr Terme der Virialentwiklung bei, bis daÿ dieseEntwiklung shlieÿlih unzwekmäÿig wird; dann muÿ die Fugazität z durh numerishe Lösung derzweiten Grundgleihung (III.17) bestimmt werden. Da wegen z = N0

N0+1 stets 0 ≤ z < 1 gilt, dieBose-Funktion g3/2(z) in diesem Intervall monoton mit z wähst und durh g3/2(1) = ζ(3/2) ≈ 2.612beshränkt wird, hat man für jede Temperatur T die Ungleihung
N −N0 ≤ V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2) . (III.36)Die linke Seite dieser Ungleihung, N − N0 ≡ Nex, bezeihnet die Anzahl der Teilhen, die einenangeregten Zustand besetzen; die Zahl dieser angeregten Teilhen ist also beshränkt ! Die Shrankespielt keine Rolle, solange die Temperatur derart hoh ist, daÿ die rehte Seite gröÿer bleibt als dieGesamtzahl N der vorhandenen Teilhen, d.h. solange
N < V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2) . (III.37)Wenn dagegen die Temperatur so niedrig wird, daÿ
N > V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2) , (III.38)wenn also
nλ3 > 2.612 , (III.39)können die angeregten Zustände niht mehr alle Teilhen aufnehmen; die �übershüssigen� Teilhenwerden daher kollektiv in den Grundzustand gezwungen. Diese �makroskopishe� Besetzung des Grund-zustandes wird als Bose�Einstein-Kondensation bezeihnet. Sie tritt niht erst bei T = 0 auf � daÿbei der Temperatur T = 0 alle Bosonen den Grundzustand besetzen müssen, ist ohnehin klar �,



122 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEsondern bereits bei einer endlihen harakteristishen Temperatur Tc, die gerade durh die Bedingung
nλ3 !

= ζ(3/2) bestimmt wird:
N

V
=

(
2πmkBTc

h2

)3/2

ζ(3/2) (III.40)oder
Tc =

h2

2πmkB

(
N

V ζ(3/2)

)2/3

. (III.41)Unterhalb dieser Kondensationstemperatur ist N0 ≫ 1; gemäÿ Gl. (III.8) folgt daraus z ≈ 1. DieAnzahl der angeregten Teilhen wird daher für T < Tc durh
N −N0 = V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2)

= N

(
T

Tc

)3/2 (III.42)gegeben; entsprehend lautet die Anzahl der �kondensierten� Teilhen
N0 = N − V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2)

= N

[
1 −

(
T

Tc

)3/2
]
. (III.43)

Abbildung III.1: Relative Besetzungen N0/N und Nex/N des Grundzustandes und der Gesamtheit derangeregten Zustände für ein ideales, freies Bose-Gas. Unterhalb der Kondensationstemperatur (III.41)besteht das Gas aus zwei Komponenten; die Anzahl der angeregten Teilhen vershwindet proportionalzu (T/Tc)
3/2.



III.1. THERMODYNAMIK IDEALER BOSE-GASE 123Unterhalb von Tc besteht das Gas also aus zwei Komponenten: Der �Phase� der Nex = N(T/Tc)
3/2angeregten Teilhen und der �Phase� der N0 = N

[
1 − (T/Tc)

3/2
] �kondensierten� Teilhen im Grund-zustand. Ein anshaulihes Bild hilft, die Bedeutung dieser Bose�Einstein-Kondensation zu verstehen:Oberhalb von Tc sind die Teilhen im Mittel so weit voneinander entfernt, daÿ ihre individuellen deBroglie-Wellen praktish niht überlappen. Unterhalb von Tc ist das anders: Jetzt hat man anstelleder vielen, den einzelnen Teilhen zugeordneten de Broglie-Wellen nur eine einzige, �makroskopishe�Wellenfunktion, die alle kondensierten Atome beshreibt � die einzelnen Atome verlieren ihre Indivi-dualität, die Gesamtheit der Atome wird kohärent . Damit verhält sih ein Bose�Einstein-Kondensatzu normaler Materie ähnlih wie das Liht eines Lasers zu dem einer Glühbirne! 2Im Bereih unterhalb von Tc ist die Fugazität z praktish temperaturunabhängig, da dort N0 = O(N):

z =
N0

N0 + 1
≈ 1 − 1

N0
≈ 1 für 0 ≤ T < Tc . (III.44)Wegen

N

V
≥ N −N0

V
=

1

λ3
g3/2(z) ≈

1

λ3
ζ(3/2) (III.45)entspriht das Intervall 0 ≤ T < Tc für die dimensionslose, zu T 3/2 proportionale Variable V

Nλ3 = v/λ3dem Intervall
0 ≤ V

Nλ3
≤ 1

ζ(3/2)
≈ 0.383 . (III.46)Oberhalb von Tc ist in guter Näherung N0 = 0, also N

V = 1
λ3 g3/2(z) oder

g3/2(z) =

(
V

Nλ3

)−1

. (III.47)Für sehr hohe Temperaturen ist shlieÿlih V
Nλ3 ≫ 1 und daher g3/2(z) ≪ 1, also gilt g3/2(z) ≈ z.Dann �ndet man

z ≈
(

V

Nλ3

)−1

, (III.48)was genau dem klassishen Grenzfall entspriht: Denn für ein klassishes ideales Gas gilt nahGl. (II.212) die Identität lnZ = zV
λ3 ; daraus folgt die Beziehung N = z ∂

∂z lnZ = z V
λ3 .Das Auftreten des Bose�Einstein-Kondensates ist auh am Verhalten des Drukes als Funktion derTemperatur erkennbar: Für T ≤ Tc gilt

p

kBT
=

1

λ3
g5/2(1) (III.49)2Die Kohärenz des Bose�Einstein-Kondensates kann durh Beobahtung der Interferenz zweier makroskopisherMateriewellen nahgewiesen werden. Der erste Beriht darüber stammt von M.R. Andrews, C.G. Townsend, H.-J. Mies-ner, D.S. Durfee, D.M. Kurn, und W. Ketterle: Observation of Interferene between Two Bose Condensates, Siene275, 637 (1997).
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p =

kBT

λ3
ζ(5/2)

=

(
2πm

h2

)3/2

(kBT )
5/2

ζ(5/2) . (III.50)Der Druk des Systems ist daher unterhalb der Kondensationstemperatur unabhängig von seinemVolumen! Das wird verständlih, wenn man die zweite Grundgleihung für T ≤ Tc in der Form
Nex

V
=

1

λ3
ζ(3/2) (III.51)shreibt und diese Beziehung in die obige Gl. (III.50) einsetzt; es folgt dann

p = kBT
Nex

V

ζ(5/2)

ζ(3/2)
für T ≤ Tc . (III.52)Eine Volumenverringerung ist für T ≤ Tc aufgrund der Konstanz des Drukes mit einer dazu propor-tionalen Verringerung von Nex bzw. einer Erhöhung von N0 verbunden. Angeregte Teilhen weihender Drukerhöhung also durh �Phasenwehsel� aus; der Druk wird nur von den niht-kondensiertenTeilhen verursaht.Bei T = Tc ist einerseits in guter Näherung noh N0 = 0, andererseits jedoh bereits z = 1. Daher giltfür den �Übergangsdruk�

p(Tc) = kBTc
N

V

ζ(5/2)

ζ(3/2)

≈ 0.514
NkBTc

V
. (III.53)Der Druk eines idealen, freien Bose-Gases beträgt daher am Kondensationspunkt nur ungefähr dieHälfte des Drukes eines hypothetishen Maxwell�Boltzmann-Gases.Für T > Tc ist shlieÿlih N0 = 0; also hat man

p =
kBT

λ3
g5/2(z) (III.54)und

N

V
=

1

λ3
g3/2(z) ; (III.55)daraus ergibt sih für den Druk

p =
NkBT

V

g5/2(z)

g3/2(z)
. (III.56)Für hinreihend hohe Temperaturen ist g5/2(z) ≈ g3/2(z) ≈ z; damit erhält man wieder den klassishenGrenzfall zurük.



III.1. THERMODYNAMIK IDEALER BOSE-GASE 125III.1.4 Die spezi�she WärmekapazitätBesonders markant ist das Verhalten der spezi�shen Wärmekapazität des entarteten Bose-Gases inAbhängigkeit von der Temperatur. Nah Gl. (III.18) gilt für die Innere Energie
U =

3

2
V
kBT

λ3
g5/2(z) ; (III.57)daraus kann für T ≤ Tc die Wärmekapazität bei festem Volumen (d.h. bei festen Einteilhen-Energien)sofort berehnet werden:

CV

NkB
=

3

2

V

N
ζ(5/2)

d

dT

T

λ3

=
15

4

V

N
ζ(5/2)

1

λ3
. (III.58)Daher ist CV ∝ T 3/2 für T ≤ Tc.Am Übergangspunkt, also für T → Tc − 0, gilt N

V = 1
λ3 ζ(3/2); das ergibt den linksseitigen Grenzwert

CV (Tc − 0)

NkB
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
≈ 1.926 >

3

2
; (III.59)der klassishe Wert wird daher erheblih übershritten.Für T > Tc ist N

V = 1
λ3 g3/2(z), und daher

CV

NkB
=

∂

∂T

(
3

2
T
g5/2(z)

g3/2(z)

)

N,V

. (III.60)Für die Auswertung dieses Ausdruks wird o�enbar auh die partielle Ableitung der Fugazität nahder Temperatur benötigt, also ( ∂z
∂T

)
N,V

. Diese erhält man aus der folgenden Überlegung: Einerseits ist
g3/2(z) =

N

V
λ3 ; (III.61)daraus folgt sofort

(
∂g3/2(z)

∂T

)

N,V

= − 3

2T
g3/2(z) . (III.62)Andererseits erhält man aus der Reihendarstellung gn(z) =

∑∞
ℓ=1

zℓ

ℓn die allgemeine Beziehung
d

dz
gn(z) =

gn−1(z)

z
, (III.63)also insbesondere auh

dg3/2(z)

dz
=

1

z
g1/2(z) . (III.64)



126 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEDie Kettenregel ergibt dann
(
∂g3/2(z)

∂T

)

N,V

=
dg3/2(z)

dz

(
∂z

∂T

)

N,V

, (III.65)woraus nun die gesuhte Ableitung abgelesen werden kann:
(
∂z

∂T

)

N,V

=

(
∂g3/2(z)

∂T

)

N,V

dg3/2(z)

dz

= − 3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)
. (III.66)Damit kann die Wärmekapazität auh oberhalb der Kondensationstemperatur berehnet werden:

CV

NkB
=

∂

∂T

(
3

2
T
g5/2(z)

g3/2(z)

)

N,V

=
3

2

g5/2(z)

g3/2(z)
+

3T

2

1

z

(
− 3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)

)
+

3T

2

g5/2(z)(−1)
[
g3/2(z)

]2
g1/2(z)

z

(
− 3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)

)

=
15

4

g5/2(z)

g3/2(z)
− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
. (III.67)Da nun g1/2(z) → ∞ für z → 1, folgt

CV (Tc + 0)

NkB
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
=

CV (Tc − 0)

NkB
. (III.68)Der rehtsseitige Grenzwert der Wärmekapazität am Übergangspunkt stimmt also mit dem links-seitigen überein; die Wärmekapazität des idealen, freien Bose-Gases ist stetig bei T = Tc.Mit den gleihen Argumenten zeigt man auh (Übungsaufgabe! )

∂CV

∂T

∣∣∣∣
Tc−0

− ∂CV

∂T

∣∣∣∣
TC+0

=
27

16π
ζ2(3/2)

NkB

Tc

≈ 3.666
NkB

Tc
; (III.69)die Ableitung der Wärmekapzität nah der Temperatur maht also bei Tc einen endlihen Sprung.Bei hohen Temperaturen, für die die Näherung gn(z) ≈ z gültig ist, folgt aus Gl. (III.67) sofort

∂CV

∂T

∣∣∣∣
z→0

=
15

4
− 9

4
=

3

2
; (III.70)das ist das bereits aus der Hohtemperaturentwiklung (III.35) bekannte klassishe Verhalten.
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Abbildung III.2: Wärmekapazität des idealen, freien Bose-Gases als Funktion der Temperatur. Bei
T = Tc tritt ein �usp� auf; die Gröÿe der Unstetigkeit der Ableitung wird durh Gl. (III.69) gegeben.Dieses Verhalten der spezi�shen Wärmekapazität eines idealen, freien Bose-Gases in Abhängigkeitvon der Temperatur erinnert vage an das Verhalten der Wärmekapazität von �üssigem 4He, die beider Temperatur von 2.19 K allerdings niht nur einen �usp�, sondern sogar eine Unstetigkeit aufweist:Die Wärmekapazität divergiert ! Diese Divergenz zeigt einen Phasenübergang an; unterhalb von 2.19 Ktritt Supra�uidität auf. Der experimentell gefundene Verlauf der Wärmekapazität mit der Temperaturähnelt dem griehishen Buhstaben λ; man spriht daher vom �λ-Übergang�. Setzt man die Parametervon �üssigem 4He, also die Teilhenmasse

m = 6.65 · 10−27 kg (III.71)und die Teilhendihte
N

V
= 2.18 · 1028 m−3 (III.72)in den Ausdruk (III.41) für die Kondensationstemperatur des idealen Bose-Gases ein, erhält man

Tc =
h2

2πmkB

(
N

V ζ(3/2)

)2/3

≈ 3.13 K , (III.73)was immerhin von der Gröÿenordnung her gut mit der Temperatur des λ-Punktes übereinstimmt. Einebessere Übereinstimmung darf niht erwartet werden, da �üssiges 4He aufgrund seiner relativ hohenDihte dem Modell eines idealen Gases nur sehr unvollkommen entsprehen kann; die Teilhen-Teilhen-Wehselwirkung ist hier niht vernahlässigbar. Von daher shlug Fritz London im Jahre 1938 vor, den
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λ-Übergang in 4He als Anzeihen für das Auftreten von Bose�Einstein-Kondensation anzusehen, wobeidiese allerdings durh Wehselwirkungse�ekte �verzerrt� sein sollte.3 Man erhält dann eine Verbindungzur empirishen �Zwei-Flüssigkeiten-Theorie� der Supra�uidität: Die N0 Teilhen im Grundzustandentsprehen dem supra�uiden, die Nex angeregten Teilhen dem normalen Anteil der Flüssigkeit.In den seit 1995 durhgeführten Experimenten zur Bose�Einstein-Kondensation von gefangenen Atom-gasen arbeitet man dagegen mit Proben, deren Dihte N/V im Bereih von nur 1020 m−3 liegt, alsoum niht weniger als 8 Gröÿenordnungen unterhalb der Dihte von �üssigem 4He ! Derart �verdünnte�Gase kommen dem theoretishen Ideal sehr viel näher.Abshlieÿend soll noh die Abhängigkeit des Übergangsdrukes von der Temperatur untersuht wer-den. Aus der Thermodynamik kennt man für Phasenübergänge erster Ordnung (also für Phasen-übergänge, bei denen das pro Teilhen beanspruhte Volumen am Übergangspunkt unstetig ist) dieClausius�Clapeyron-Gleihung:

• Bezeihnet p0 den Druk eines Systems bei einen Phasenübergang erster Ordnung, bei dem sihdas Volumen pro Teilhen von v1 auf v2 ändert und pro Teilhen die latente Wärme L auftritt,so gehorht dieser Übergangsdruk der Di�erentialgleihung
dp0

dT
=

L

T (v2 − v1)
. (III.74)Eine formal ähnlihe Gleihung läÿt sih auh für den Übergangsdruk eines idealen Bose-Gases auf-stellen. Bei gegebener Temperatur T und Veränderung des Volumens V tritt die Kondensation auf beieinem Volumen Vc, das durh die Gleihung

N

Vc
=

1

λ3
ζ(3/2) (III.75)gegeben wird, also für

vc =
λ3

ζ(3/2)
. (III.76)Für v < vc ist der Druk

p0 =
kBT

λ3
ζ(5/2) (III.77)3F. London: On the Bose�Einstein Condensation, Phys. Rev. 54, 947 (1938). In dieser Arbeit wird insbesondereauh die gesonderte Behandlung, die dem Grundzustand in der Kontinuumsapproximation zukommen muÿ, ausführlihdiskutiert. Diese Sonderrolle des Grundzustandes war zuvor von G.E. Uhlenbek in seiner 1927 in Leiden angefertigtenDissertation niht erkannt worden; Uhlenbek hatte argumentiert, daÿ Bose�Einstein-Kondensation niht möglih sei.



III.1. THERMODYNAMIK IDEALER BOSE-GASE 129unabhängig von v. Im p−V -Diagramm wird die �Übergangslinie� unter Verwendung der Gl. (III.76)beshrieben durh
p0 =

(
2πmkBT

h2

)3/2

kBT ζ(5/2)

=
h2

2πm

ζ(5/2)

λ5

=
h2

2πm

ζ(5/2)

[vc ζ(3/2)]5/3
, (III.78)also durh p0v

5/3
c = const. Nun gilt in der Kondensatphase aufgrund der Gl. (III.76) die einfaheBeziehung

Nex

N
=

V

Nλ3
ζ(3/2) =

v

vc
, (III.79)und daher auh

Nexvc = Nv = V . (III.80)Dieser Zusammenhang kann o�enbar so gedeutet werden, daÿ ein angeregtes Teilhen formal dasVolumen vc einnimmt, während einem �kondensierten� Teilhen im Grundzustand das Volumen �Null�zuzuordnen ist. Bei der Kondensation hat man dann, ebenfalls formal, eine Volumenänderung |∆v| = vcpro Teilhen. Für die Abhängigkeit des Übergangsdrukes von der Temperatur ergibt sih damit
dp0

dT
=

5

2

p0

T

=
5

2

kB

λ3
ζ(5/2)

=
5

2

kB

vc

ζ(5/2)

ζ(3/2)

=

5
2 kBT

ζ(5/2)
ζ(3/2)

T |∆v| , (III.81)was genau die Form einer Clausius�Clapeyron-Gleihung (III.74) besitzt, wenn man die Gröÿe
L =

5

2
kBT

ζ(5/2)

ζ(3/2)
(III.82)als die mit der Kondensation verbundene latente Wärme au�aÿt. Es muÿ jedoh betont werden, daÿdie Bose�Einstein-Kondensation in einem idealen Gas ohne ein Wehselwirkungspotential zwishenden Teilhen auftritt, während üblihe Phasenübergänge entsheidend von solhen Wehselwirkungs-potentialen bestimmt werden.
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• Die in diesem Abshnitt hergeleiteten Resultate gelten für das freie ideale Bose-Gas mit derZustandsdihte (III.2). Für den Fall, daÿ diese Zustandsdihte durh ein äuÿeres Fallenpotentialgeändert wird, ändert sih auh die Thermodynamik: Für das wihtige Beispiel einer dreidimen-sionalen isotropen Oszillatorfalle mit der Zustandsdihte (III.3) �ndet man bei hinreihend groÿerTeilhenzahl N die Kondensationstemperatur (Übungsaufgabe! )

Tc =
h̄ω

kB

(
N

ζ(3)

)1/3

; (III.83)unterhalb von Tc wird die Besetzung des Grundzustandes anstelle von Gl. (III.43) durh
N0 = N −

(
kBT

h̄ω

)3

ζ(3)

= N

[
1 −

(
T

Tc

)3
] (III.84)beshrieben.4 Zudem bleibt die spezi�she Wärmekapazität des Gases in der Oszillatorfalle bei Tcniht stetig, sondern maht einen endlihen Sprung.5III.2 Thermodynamik der ShwarzkörperstrahlungAls �shwarzen Körper� bezeihnet man ein Objekt, das sämtlihe auftre�ende Strahlung absorbiert.Eine sehr gute Realisierung eines shwarzen Körpers liefert eine kleine Ö�nung eines Hohlraums: Dieauf diese Ö�nung einfallende Strahlung wird im Innern des Hohlraumes vor ihrer Absorption unterUmständen noh mehrfah re�ektiert, gelangt aber nur mit vershwindend geringer Wahrsheinlihkeitwieder aus dem Loh hinaus.Die von einem solhen shwarzen Körper ausgesandte Strahlung wird daher auh als �Hohlraum-strahlung� bezeihnet. Sie kann aus zwei vershiedenen Perspektiven betrahtet werden:1. Das Strahlungsfeld kann als ein System harmonisher Oszillatoren mit Oszillatorfrequenzen ωsund Energien Es = (ns + 1/2)h̄ωs aufgefaÿt werden; dabei bezeihnet ns = 0, 1, 2, . . . den An-regungszustand eines Oszillators mit der Frequenz ωs. Die Oszillatoren sind untersheidbar undgehorhen der Boltzmann-Statistik . Diese Sihtweise entspriht (bis auf die damals noh unbe-kannte �Vakuumenergie� der Oszillatoren) dem Ansatz von Max Plank (1900).4Die temperaturabhängige Besetzung des Grundzustandes durh Bose�Einstein-kondensierte Alkaliatome in einerOszillatorfalle wurde erstmals 1996 gemessen. Siehe dazu M.-O. Mewes, M.R. Andrews, N.J. van Druten, D.M. Kurn,D.S. Durfee, und W. Ketterle: Bose�Einstein Condensation in a Tightly Con�ning d Magneti Trap, Phys. Rev.Lett. 77, 416 (1996) sowie J.R. Ensher, D.S. Jin, M.R. Matthews, C.E. Wieman, und E.A. Cornell: Bose�EinsteinCondensation in a Dilute Gas: Measurement of Energy and Ground-State Oupation, Phys. Rev. Lett. 77, 4984 (1996).5Eine ausführlihe Diskussion des idealen Bose-Gases in einer Oszillatorfalle, die mit den in diesem Abshnitt entwi-kelten Werkzeugen nahvollzogen werden kann, geben S. Grossmann und M. Holthaus: λ-transition to the Bose�Einsteinondensate, Z. Naturforsh. 50 a, 921�930 (1995).



III.2. THERMODYNAMIK DER SCHWARZKÖRPERSTRAHLUNG 1312. Das Strahlungsfeld kann auh als ein relativistishes ideales �Gas� von �Photonen� mit den Ener-gien h̄ωs aufgefaÿt werden. Photonen sind ununtersheidbar und gehorhen der Bose�Einstein-Statistik . Diese Sihtweise entspriht dem Ansatz von Satyendranath Bose (1924) und AlbertEinstein (1924, 1925).Beide Ansätze untersheiden sih dadurh, daÿ im ersten die Oszillatoren selbst als die fundamentalenGrundgegebenheiten angesehen werden, im zweiten dagegen die Photonen. Natürlih (aus heutigerSiht!) hängen sie eng zusammen: Die Photonen sind die �Anregungsquanten� des Strahlungsfeldes.Die Tatsahe, daÿ dieses durh harmonishe Oszillatoren beshrieben wird, wird plausibel durh denaus der Elektrodynamik bekannten Ausdruk
w(r, t) =

ε0
2

(
E

2(r, t) + c2B2(r, t)
) (III.85)für die Energiedihte des elektromagnetishen Feldes, wobei ε0 = 8.854188 · 10−12 As/Vm die absoluteDielektrizitätskonstante und c = 2.997925 · 108 m/s die Vakuumlihtgeshwindigkeit bezeihnen. Diesequadratishe Form entspriht der Hamiltonfunktion eines Oszillatorsystems.Gesuht werden nun die thermodynamishen Eigenshaften der Hohlraumstrahlung. Es wird dabeivorausgesetzt, daÿ sih die Strahlung im thermishen Gleihgewiht mit den Hohlraumwänden be�n-det. Diese haben die Temperatur T und bilden ein Energiereservoir. Geht man von den PlankshenOszillatoren aus, kann man zunähst, da die einzelnen Oszillatoren niht miteinander wehselwirken,die kanonishe Zustandssumme eines einzigen Oszillators der Frequenz ω berehnen:

Z1(β) =

∞∑

n=0

e−β(n+1/2)h̄ω

=
e−βh̄ω/2

1 − e−βh̄ω

=
1

2 sinh(βh̄ω/2)
. (III.86)Die mittlere Energie eines solhen Oszillators lautet somit

〈εω〉 = − ∂

∂β
lnZ1(β)

=
∂

∂β
ln sinh(βh̄ω/2)

=
1

2
h̄ω coth(βh̄ω/2)

=
1

2
h̄ω

eβh̄ω + 1

eβh̄ω − 1

=
1

2
h̄ω

eβh̄ω − 1 + 2

eβh̄ω − 1

=
1

2
h̄ω +

h̄ω

eβh̄ω − 1
. (III.87)



132 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEUm jetzt die spektrale Energiedihte der Hohlraumstrahlung (also ihre Energie pro Volumen und proFrequenzintervall) anzugeben, wird die �Zahl der Oszillatoren� (d.h. die Zahl der Shwingungsmodendes elektromagnetishen Feldes bei einer gegebenen Frequenz ω) benötigt. Dazu betrahte man zu-nähst einen Kubus der Kantenlänge L mit verspiegelten Wänden. Stehende Wellen der Wellenlänge λparallel zu einer der Kubuskanten können sih nur ausbilden, wenn L ein ganzzahliges Vielfahes von
λ/2 ist: L = nλ/2, wobei n = 1, 2, 3 . . . ganzzahlig und positiv sein muÿ. Mit λ = c/ν = 2πc/ω folgt

ω =
πc

L
n ; (III.88)die aufgrund der Randbedingungen zulässigen Frequenzen der Moden entsprehen also den �Punkten�eines kubishen Gitters im ω-Raum mit der Gitterkonstanten ∆ω = πc/L. Die Anzahl N(ω) der Mo-den mit einer Frequenz bis hin zu einer gegebenen Frequenz ω ist daher ungefähr gleih dem Volumendesjenigen Teiles einer Kugel im Frequenzraum mit Radius ω, der sih im ersten Oktanden be�n-det, dividiert durh das Volumen der �Elementarzelle�, das von einem einzigen Shwingungszustandbeanspruht wird:

N(ω) =
1
8

4π
3 ω

3

(
πc
L

)3

=
ω3

6π2c3
V , (III.89)wobei V = L3 das Kubusvolumen bezeihnet. Das ergibt für die Anzahl der Zustände mit Frequenzenzwishen ω und ω + dω nun

dN(ω) =
ω2

2π2c3
V dω . (III.90)Man beahte, daÿ bei dieser Abshätzung vorausgesetzt wird, daÿ das Volumen der Ahtelkugel sehr vielgröÿer ist als das der Elementarzelle, so daÿ die �angeshnittenen� Zellen am Kugelrand aufgrund desgroÿen Kugelvolumens niht genauer betrahtet werden müssen. Berüksihtigt man noh, daÿ zu jederShwingungsmode zwei Polarisationsrihtungen gehören, erhält man die spektrale (frequenzabhängige)Zustandsdihte

D(ω) =
ω2

π2c3
. (III.91)Zwar wurde diese Beziehung hier unter Rükgri� auf einen Kubus erhalten; das Weylshe Theoremüber das Spektrum des Laplaeoperators garantiert jedoh, daÿ auh für andere Formen des Hohlraumsder führende (Volumen-)Term der Zustandsdihte durh die Gl. (III.91) gegeben wird.Der Ausdruk für die spektrale Energiedihte, also die berühmte Plankshe Formel, ergibt sih darausdurh Multiplikation mit der mittleren Oszillatorenergie (III.87), wobei allerdings die unbeobahtbare



III.2. THERMODYNAMIK DER SCHWARZKÖRPERSTRAHLUNG 133Vakuumenergie vernahlässigt wird:spektrale Energiedihte = spektrale Zustandsdihte×mittlere Oszillatorenergie
u(ω) =

ω2

π2c3
× h̄ω

exp(h̄ω/(kBT )) − 1

=
h̄

π2c3
ω3

exp(h̄ω/(kBT )) − 1
. (III.92)Geht man dagegen von den Photonen aus, so benötigt man zunähst für jede Frequenz ω deren mittlereAnzahl bei der Hohlraumtemperatur T . Im kanonishen Ensemble ist diese gegeben durh

〈nω〉 =

∑∞
n=0 n e−nβh̄ω

∑∞
n=0 e−nβh̄ω

= − ∂

∂(βh̄ω)
ln

∞∑

n=0

e−nβh̄ω

=
∂

∂(βh̄ω)
ln
(
1 − e−βh̄ω

)

=
1

eβh̄ω − 1
. (III.93)Damit verhält sih das �Photonengas� genau wie ein ideales Bose-Gas mit dem hemishen Potential

µ = 0. Das ist plausibel: Da die Photonen masselos sind und daher �erzeugt� und �vernihtet� werdenkönnen, ist die Photonenzahl niht fest vorgegeben, sondern stellt sih im Gleihgewiht ein; es gibtdaher für die Photonenzahl keinen Lagrange-Multiplikator.Die Zustandsdihte dieser als �Gasteilhen� aufgefaÿten Photonen erhält man nun wie üblih aus demdurh h3 dividierten Phasenraumvolumen,
g(p) dp =

4πp2 dp

h3
V , (III.94)wobei hier die relativistishe Dispersionsrelation p = E/c = h̄ω/c der Photonen einzusetzen ist:

g(ω) dω = V
ω2 dω

2π2c3
. (III.95)Nah Division durh das Volumen V und Berüksihtigung der beiden Polarisationsrihtungen ergibtsih daraus wieder die spektrale Zustandsdihte (III.91). Der Ausdruk für die spektrale Energiedihtesetzt sih nun aus drei Anteilen zusammen:spektrale Energiedihte = spektrale Zustandsdihte× Energie eines Photons

×mittlere Photonenzahl
u(ω) =

ω2

π2c3
× h̄ω × 1

exp(h̄ω/(kBT )) − 1

=
h̄

π2c3
ω3

exp(h̄ω/(kBT )) − 1
, (III.96)



134 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEin genauer Übereinstimmung mit der vorher unter Rükgri� auf Plankshe Oszillatoren gefundenenGl. (III.92). Die Interpretation der Oszillatorquanten als Gasteilhen in konsequenter Verbindung mitder üblihen Zelleneinteilung des Phasenraums führt in der Tat derart direkt und elegant auf diePlankshe Formel, daÿ der eigentlih entsheidende Punkt dieser zweiten Argumentationslinie imHintergrund bleibt: Die Photonen werden implizit als prinzipiell ununtersheidbar angesehen; ihremittlere Anzahl wird niht durh die klassishe Boltzmann-Statistik bestimmt, sondern durh dennihtklassishen Ausdruk (III.93). O�enbar war Bose selbst sih dieser revolutionären Tatsahe nihtbewuÿt, als er seine Herleitung der Plankshen Formel fand. Nahdem er das Manuskript seiner Arbeitzunähst beim englishen Philosophial Magazine zur Verö�entlihung eingereiht hatte und es dortabgelehnt worden war, shikte er es an Einstein, der damals Herausgeber der Zeitshrift für Physik warund es am 2. Juli 1924 erhielt. In seinem Begleitbrief wies Bose mit keinem Wort auf die �neue� Statistikhin, sondern betonte seine Verwendung der Phasenraumzellen, mit der er den korrekten Vorfaktor desStrahlungsgesetzes erhalten hatte:6Respeted Sir:I have ventured to send you the aompanying artile for your perusal and opinion. I amanxious to know what you think of it. You will see that I have tried to dedue the oe�-ient 8πν2/c3 in Plank's Law independent of the lassial eletrodynamis, only assumingthat the ultimate elementary regions in the phase-spae has the ontent h3. I do not knowsu�ient German to translate the paper. If you think the paper worth publiation I shall begrateful if you arrange its publiation in Zeitshrift für Physik. Though a omplete strangerto you, I do not hesitate in making suh a request. Beause we are all your pupils thoughpro�ting only from your teahings through your writings . . .Einstein erkannte sofort den Wert von Boses Gedanken, übersetzte sie persönlih in die deutsheSprahe und sorgte für ihre Verö�entlihung.7 Am Ende der nur vier Seiten langen Abhandlung fügteer eine �Anmerkung des Übersetzers� hinzu:Boses Ableitung der Plankshen Formel bedeutet nah meiner Meinung einen wihtigenFortshritt. Die hier benuzte Methode liefert auh die Quantentheorie des idealen Gases,wie ih an anderer Stelle ausführen will.Innerhalb von nur wenigen Tagen übertrug Einstein das von Bose benutzte Verfahren zur Berehnungdes Entropie des Photonengases auf ein Gas nihtrelativistisher, massebehafteter Teilhen � wennman den o�ziellen Daten Glauben shenken darf, berihtete er shon 8 Tage nah Erhalt von Boses Ar-beit über die Quantentheorie des idealen Gases8 � und erhielt die bereits in Abshnitt II.6 dargestelltemikrokanonishe Theorie für ideale Bosonen. Obwohl stark durh Bose inspiriert, darf die Folgeleistung6Zitiert nah W. A. Blanpied, Satyendranath Bose: Co-Founder of Quantum Statistis. Am. J. Phys. 40, 1212 (1972).7S. Bose: Planks Gesetz und Lihtquantenhypothese, Z. Phys. 26, 178�181 (1924).8A. Einstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Sitzungsberihte der preussishen Akademie der Wis-senshaften: XXII. Gesamtsitzung vom 10. Juli 1924.



III.2. THERMODYNAMIK DER SCHWARZKÖRPERSTRAHLUNG 135Einsteins keineswegs geringer eingeshätzt werden. Während Bose durh das hervorragend bestätigteStrahlungsgesetz der Rihtigkeit seiner Sihtweise versihert wurde, gab es für Einstein keinen expe-rimentellen Hinweis, der eine neue, quantenmehanishe Theorie des idealen Gases nahegelegt hätte.Einstein folgte vielmehr einer tiefen Überzeugung:9Wenn die Boseshe Ableitung der Plankshen Strahlungsformel ernst genommen wird, sowird man auh an dieser Theorie des idealen Gases niht vorbeigehen dürfen; denn wennes gerehtfertigt ist, die Strahlung als ein Quantengas aufzufassen, so muÿ die Analogiezwishen Quantengas und Molekülgas eine vollständige sein.Allerdings geht auh Einstein in seiner ersten Arbeit zum idealen Bose-Gas noh niht auf die implizitvorausgesetzte prinzipielle Ununtersheidbarkeit der Gasteilhen sowie die Konsequenzen daraus ein.Erst in einer zweiten Arbeit10, in der erstmals auh die �Kondensation� des Gases beshrieben wird,die heute als Bose�Einstein-Kondensation Furore maht, diskutiert Einstein, einer Ermahnung vonEhrenfest folgend, ausführlih den Befund, daÿ gemäÿ der von Bose und ihm entwikelten Theorie dieGasteilhen niht voneinander statistish unabhängig sind, sondern einer gegenseitigen Beein�ussung�von vorläu�g ganz rätselhafter Art� unterliegen � der symmetriebedingten Wehselwirkung identi-sher Teilhen, die in Abshnitt II.5 als Austaushwehselwirkung eingeführt wurde.11 12Zurük zur Thermodynamik des Photonengases: Aus der spektralen Energiedihte (III.92) kann nunsofort die gesamte Energiedihte für den strahlungsgefüllten Hohlraum berehnet werden. Unter Ver-wendung der dimensionslosen Variablen x = h̄ω
kBT erhält man

u(ω) dω =
h̄

π2c3

(
kBT

h̄

)4
x3 dx

ex − 1
; (III.97)die Energiedihte U/V ist daher proportional zu T 4:

U

V
=

(kBT )4

π2h̄3c3

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 19Aus der Einleitung von Einsteins zweiter Abhandlung über das ideale Bose-Gas.10A. Einstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Zweite Abhandlung. Sitzungsberihte der preussishenAkademie der Wissenshaften: I. Sitzung der physikalish-mathematishen Klasse vom 8. Januar 1925.11Eine Rükübersetzung von Boses Arbeit in die englishe Sprahe sowie Übersetzungen der erwähnten ArbeitenEinsteins �nden sih unter http://www.physik.uni-oldenburg.de/ondmat/TeahingSP/SP.html12Ein Kuriosum am Rande: Es ist in der naturwissenshaftlihen Literatur bei Quellenangaben üblih, Zeitshriften-namen abzukürzen. Aus den �Sitzungsberihten der preussishen Akademie der Wissenshaften� mag so vielleiht zu-nähst �Sitz. Ber. Preuss. Akad. Wiss.� und dann �S.B. Preus. Akad. Wiss.� geworden sein. Da jedoh der Bekannt-heitsgrad der �Sitzungsberihte� im Ausland eher gering gewesen sein muÿ, wurden die Buhstaben �S.B.� daraufhin alsdie Initialen eines Herrn Preus interpretiert. Bis in die Gegenwart wird daher gelegentlih einem gewissen �S.B. Preus�eine Mitautorenshaft an Einsteins berühmten Arbeiten zugeshrieben. Ein Beispiel: In dem Artikel Bose�Einstein on-densation in arbitrarily shaped avities von K. Kirsten und D. J. Toms (Phys. Rev. E 59, 158 (1999)) �ndet sih einVerweis auf �A. Einstein and S.B. Preus, Akad. Wiss. Lit. Mainz Abh. Math. Naturwiss. Kl. 22, 261 (1924)�. A. Einsteinslegendärer Mitarbeiter S.B. Preus existiert jedoh ebensowenig wie der Wolpertinger.
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=

(kBT )4

π2h̄3c3
Γ(4) ζ(4)

=
π2k4

B

15 (h̄c)3
T 4 . (III.98)Diese T 4-Proportionalität erinnert an das empirish bekannte Stefan�Boltzmann-Gesetz für die Inten-sität der von einem shwarzen Körper ausgehenden Strahlung. Allerdings ist die Intensität niht gleihder Energiedihte, sondern gleih der Energiestromdihte, also gleih der transportierten Energie proFlähe und Zeit. Von der Dimension her untersheiden sih daher die Intensität und die Energiedihteum einen Faktor mit der Dimension einer Geshwindigkeit. Dieser Faktor ist jedoh niht einfah dieLihtgeshwindigkeit, sondern c/4, wie aus der folgenden Überlegung klar wird:Es sei dA der Normalenvektor eines Flähenelementes der Hohlraumö�nung. Die durh dieses Flähen-element austretende Strahlung kann in den gesamten dem Hohlraum gegenüberliegenden Halbraumgerihtet sein; die Geshwindigkeitsvektoren v der austretenden Photonen (mit |v| = c) shlieÿen alsomit dem Normalenvektor einen Winkel ϑ zwishen 0 und π/2 ein. In einem kleinen Zeitintervall dtgelangen diejenigen Photonen mit der durh v indizierten Rihtung durh das Flähenelement, die sihin einem Zylinder mit dem Volumen dA · vdt be�nden; der in diesem Skalarprodukt enthaltene Rih-tungsosinus berüksihtigt die Tatsahe, daÿ nur die Geshwindigkeitskomponente in Rihtung von

dA eine Rolle spielt. Die Energiestromdihte I, also die pro Flähe und Zeit durh die Hohlraumö�nungabgestrahlte Energie, ergibt sih daher zu
I =

U

V

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

0

dϑ
sinϑ

4π
c cosϑ

=
U

V

c

2

1

2
sin2 ϑ

∣∣∣∣
π/2

0

=
c

4

U

V
. (III.99)Zusammen mit der Energiedihte (III.98) erhält man so das Stefan�Boltzmann-Gesetz:

I =
π2k4

B

60 h̄3c2
T 4 ≡ σ T 4 (III.100)mit der Proportionalitätskonstanten

σ =
π2k4

B

60 h̄3c2
= 5.670 · 10−8 Wm2K4 , (III.101)deren Zahlenwert bereits vor der Plankshen Theorie bekannt war, mit Hilfe dieser Theorie jedohauf die fundamentalen Konstanten h̄ und c zurükgeführt werden konnte.Die Tatsahe, daÿ das hemishe Potential µ des Photonengases vershwindet, folgt auh aus der Mini-malität der Freien Energie F im Gleihgewiht: Die (über alle Frequenzen integrierte) Photonenzahl Nmuÿ sih so einstellen, daÿ im Gleihgewiht, bei N = 〈N〉, die Beziehung ∂F

∂N

∣∣
〈N〉 = 0 gilt. Wegen

dF = −S dT − p dV + µ dN (III.102)



III.2. THERMODYNAMIK DER SCHWARZKÖRPERSTRAHLUNG 137folgt aus dieser Forderung sofort µ = 0. Das Vershwinden des hemishen Potentials ist also direktdarauf zurükzuführen, daÿ die Photonenzahl niht �erhalten� ist.Die groÿkanonishe Zustandssumme des Photonengases ergibt sih nun unmittelbar aus der ersten derbeiden bekannten Beziehungen (III.1) für das ideale Bose-Gas, indem man dort z = 1 setzt:
lnZ =

pV

kBT
= −

∑

ε

ln
(
1 − e−ε/(kBT )

)
. (III.103)Mit der zugehörigen Zahl der Zustände in dε, also

2V
4πp2 dp

h3
=

8πV

h3c3
ε2 dε (III.104)folgt daraus

pV

kBT
= −8πV

h3c3

∫ ∞

0

dε ε2 ln
(
1 − e−ε/(kBT )

)
; (III.105)partielle Integration liefert

pV

kBT
= −8πV

h3c3

[
1

3
ε3 ln

(
1 − e−ε/(kBT )

)∣∣∣∣
∞

0

− 1

kBT

∫ ∞

0

dε
ε3

3

e−ε/(kBT )

1 − e−ε/(kBT )

]
. (III.106)Auh hier vershwinden die Randterme; es bleibt

p =
8π

3h3c3
(kBT )4

∫ ∞

0

dx
x3

ex − 1

=
8π5

45 h3c3
(kBT )4

=
1

3

U

V
, (III.107)wie der Vergleih mit der bereits bekannten Gl. (III.98) zeigt. Der Untershied zu der entsprehendenRelation (III.19) für ideale Bose-Gase aus massebehafteten Teilhen ist auf die geänderte Dispersions-relation zurükzuführen: Dort war ε = p2

2m ; hier dagegen ist ε = pc.Mit µ = 0 folgt aus der thermodynamishen Identität U = TS − pV + µN nun
F = U − TS

= −pV
= −1

3
U , (III.108)so daÿ auh die Entropie des Photonengases sehr einfah angegeben werden kann:

S =
U − F

T

=
4

3

U

T

=
4

45

π2k4
B

(h̄c)3
V T 3 . (III.109)



138 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEDaraus erhält man dann für seine spezi�she Wärmekapazität bei festem Volumen (also festgehaltenenFrequenzen der Strahlungsmoden) die Beziehung
CV = T

(
∂S

∂T

)

V

= 3S . (III.110)Ferner gilt nah Gl. (III.109) bei einer adiabatishen Zustandsänderung des Photonengases die Be-ziehung V T 3 = const. Weiterhin besagt Gl. (III.107), daÿ p ∝ T 4; also folgt V p3/4 = const. undshlieÿlih pV 4/3 = const. Im Untershied zum klassishen idealen Gas stimmt der hier auftretende�Adiabatenexponent� γ = 4/3 jedoh niht mit dem Quotienten Cp/CV überein; für das Photonengasist Cp/CV = ∞. (Übungsaufgabe! )Abshlieÿend kann auh die zweite der beiden Beziehungen (III.1) auf das Photonengas angewandtwerden; für die �mittlere Zahl der Photonen� ergibt sih dann formal
〈N〉 =

V

π2c3

∫ ∞

0

ω2 dω

eh̄ω/(kBT ) − 1

=
V

π2c3

(
kBT

h̄

)3

Γ(3)ζ(3)

=
2ζ(3)V

π2

(
kBT

h̄c

)3

. (III.111)Allerdings sind die relativen Shwankungen der Photonenzahl, gegeben durh
(∆N)2

〈N〉2 =
kBT

V
κT = −kBT

V 2

(
∂V

∂p

)

T

, (III.112)unendlih groÿ, da nah Gl. (III.107) die Isothermen des Photonengases ��ah� sind, seine Kompressi-bilität daher divergiert: Aus
p =

π2

45 (h̄c)3
(kBT )4 (III.113)folgt sofort

(
∂p

∂V

)

T

= 0 . (III.114)III.3 Thermodynamik der PhononenEin Metall- oder Ionengitter, das aus N Teilhen besteht, kann in �harmonisher Näherung� als einSystem von 3N gekoppelten Oszillatoren aufgefaÿt werden: Bezeihnen xi (i = 1, . . . , 3N) die Koor-dinaten der Gleihgewihtslagen der Atomrümpfe, so liefert eine Entwiklung der potentiellen Energie
Φ({xi}) bis zu Termen zweiter Ordnung um die Gleihgewihtskon�guration den Ausdruk

Φ({xi}) = Φ({xi}) +
1

2

∑

i,j

(
∂2Φ

∂xi∂xj

)
(xi − xi) (xj − xj) + . . . . (III.115)



III.3. THERMODYNAMIK DER PHONONEN 139Die Kopplungsmatrix ( ∂2Φ
∂xi∂xj

), die vom Gittertyp sowie von eventuellen Störstellen und Defekten be-stimmt wird, ist symmetrish und positiv de�nit, unterliegt jedoh keinen weiteren Einshränkungen;insbesondere sind die Kopplungen zwishen vershiedenen Gitterteilhen niht auf nähste Nahbarnbeshränkt. Setzt man nun ξi =
√
mi(xi − xi), wobei mi die zur i-ten Shwingungskoordinate gehö-rende Atom- oder Ionenmasse bezeihnet, werden die Gittershwingungen daher beshrieben durh dieEnergiefunktion

E = Φ0 +
1

2

∑

i

ξ̇2i +
1

2

∑

i,j

ξiKijξj , (III.116)wobei die Matrix
Kij =

1
√
mimj

(
∂2Φ

∂xi∂xj

) (III.117)eingeführt wurde. Da sie ebenfalls symmetrish ist, kann sie immer diagonalisiert werden; es existiertalso eine orthogonale Matrix Sij mit der Eigenshaft
∑

n,r

SℓnKnrS
−1
rs = Dℓs , (III.118)wobei die Matrix Dℓs ≡ ω2

ℓ δℓs diagonal ist; alle Eigenwerte ω2
ℓ sind positiv. De�niert man nun dieNormalkoordinaten qℓ =

∑
j Sℓjξj und benutzt ∑ℓ S

−1
iℓ Sℓj = δij , folgt

E = Φ0 +
1
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∑

i,ℓ,j
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−1
iℓ Sℓj ξ̇j +

1

2

∑
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rs Ssjξj

= Φ0 +
1

2

∑

ℓ

q̇2ℓ +
1

2

∑

ℓ,s

qℓDℓsqs

= Φ0 +
1

2

∑

ℓ

(
q̇2ℓ + ω2

ℓ q
2
ℓ

)
. (III.119)Damit wird die Hamiltonfunktion des shwingenden Gitters die eines Systems ungekoppelter harmo-nisher Oszillatoren mit den Normalfrequenzen ωℓ, wobei ℓ = 1, . . . , 3N . Jede der 3N Normalshwin-gungen entspriht einer Shallwelle, die durh das Gitter läuft.Die �Anregungsquanten� der quantenmehanish behandelten Normaloszillatoren heiÿen (in Analogiezu den Photonen, also den Anregungsquanten der elektromagnetishen Feldoszillatoren) Phononen.Im Untershied zur Quantenelektrodynamik ist die Anzahl der Normaloszillatoren in diesem Fall be-shränkt. In beiden Fällen stellt sih die Zahl der Anregungsquanten im thermishen Gleihgewihtselbst ein, so daÿ das hemishe Potential des hier behandelten �Phononengases� ebenso wie das desPhotonengases vershwindet, µ = 0.Die Innere Energie dieses Phononengases lautet somit

U(T ) = Φ0 +
∑

ℓ

1

2
h̄ωℓ +

∑

ℓ

h̄ωℓ

eh̄ωℓ/(kBT ) − 1
; (III.120)



140 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEdaraus folgt für die spezi�she Wärmekapazität bei festem Volumen, also festgehaltenen Normal-frequenzen
CV =

(
∂U

∂T

)

V

= −
∑

ℓ

h̄ωℓ eh̄ωℓ/(kBT )

(
eh̄ωℓ/(kBT ) − 1

)2
(
− h̄ωℓ

kBT 2

)

= kB

∑

ℓ

(
h̄ωℓ

kBT

)2
eh̄ωℓ/(kBT )

(
eh̄ωℓ/(kBT ) − 1

)2 . (III.121)Für die Auswertung der Summe wird nun das genaue Frequenzspektrum des jeweiligen Gitters benötigt.Die einfahste Modellannahme zur Gestalt des Spektrums geht auf Einstein zurük: ωℓ = ω für al-le Moden ℓ; jeder der 3N Normaloszillatoren soll also die gleihe Frequenz ω besitzen. Für diesesEinstein-Modell ergibt sih dann die Wärmekapazität
CV = 3NkBE(x) (III.122)mit der Einstein-Funktion
E(x) =

x2ex

(ex − 1)2
(III.123)und der dimensionslosen Variablen

x =
h̄ω

kBT
=

ΘE

T
. (III.124)Die Referenztemperatur ΘE = h̄ω/kB wird als Einstein-Temperatur bezeihnet. Man kann nun sofortdie beiden Grenzfälle diskutieren: Für Temperaturen, die im Vergleih zur Einstein-Temperatur hohsind, also für T ≫ ΘE, ist x ≪ 1 und E(x) ≈ 1. Dann hat man die Näherung CV ≈ 3NkB, was diebekannte �Dulong�Petit-Regel� erklärt:

• Bei hinreihend hohen Temperaturen hat die molare spezi�she Wärmekapazität eines Metallsunabhängig von seiner Natur den Wert
cV = 3NAkB = 3R ≈ 24.94

Jmol K . (III.125)Für im Vergleih zur Einstein-Temperatur kleine Temperaturen, also für T ≪ ΘE, ist dagegen x ≫ 1und E(x) ≈ x2e−x. Damit erklärt das Einstein-Modell zwar das �Einfrieren� der spezi�shen Wärme-kapazität bei tiefen Temperaturen, sagt aber ein exponentielles Vershwinden von CV , proportionalzu exp(−ΘE/T ), bei tiefen Temperaturen voraus. Ein solhes exponentielles Vershwinden erweist sihim Vergleih mit experimentellen Daten für die Wärmekapazität von Festkörpern als zu stark. Es ist



III.3. THERMODYNAMIK DER PHONONEN 141jedoh typish für alle Systeme, deren Anregungsspektrum eine endlih groÿe Energielüke über demGrundzustand besitzt, wie die Lüke ∆E = h̄ω im Einstein-Modell.Eine andere Modellannahme über das Frequenzspektrum der Gittershwingungen eines Festkörpers,die die für Shallwellen typishe lineare Dispersionsrelation berüksihtigt, geht auf Debye zurük:Geht man davon aus, daÿ die niederenergetishen Anregungen eines Festkörpers longitudinale odertransversale Shallwellen mit einer Geshwindigkeit c sind, betrahtet einen Kubus V = L3 des jewei-ligen Materials und stellt periodishe Randbedingungen, so gilt für die Wellenlängen λ der zulässigenModen die Bedingung
nλ = n

2πc

ω
= L ; (III.126)also

ω =
2πc

L
n , (III.127)wobei die ganze Zahl n = 0,±1,±2, . . . auh negativ sein kann, entsprehend �rükwärtslaufenden�Wellen. Aufgrund der periodishen Randbedingungen entsprehen die Frequenzen der zulässigen Mo-den daher den Punkten eines kubishen Gitters im ω-Raum mit der Gitterkonstanten ∆ω = 2πc/L. DieAnzahl N(ω) der Moden mit einer Frequenz bis zu einer vorgegebenen Frequenz ω ist daher ungefährgleih dem Volumen einer Kugel mit dem Radius ω im Frequenzraum, dividiert durh das Volumender �Elementarzelle�, das von einer einzigen Mode beanspruht wird:

N(ω) =
4π
3 ω

3

(
2πc
L

)3

=
ω3

6π2c3
V ; (III.128)die Anzahl der Moden mit einer Frequenz zwishen ω und ω + dω ist daher

dN(ω) =
ω2

2π2c3
V dω . (III.129)(Man vergleihe die Herleitung dieses Resultates für periodishe Randbedingungen mit derjenigen, dieauf das entsprehende Ergebnis (III.90) für elektromagnetishe Wellen in einem verspiegelten Hohl-raum, also für Dirihlet-Randbedingungen führte: Dort war die Gitterkonstante im ω-Raum nur halbso groÿ wie hier, die Modendihte daher um den Faktor 23 = 8 gröÿer; dafür durften dort allerdings nurdie Gitterpunkte im ersten Oktanden berüksihtigt werden, hier dagegen zählen alle Oktanden. Daherwird der Ausdruk (III.129) shlieÿlih gleih dem früheren Ausdruk (III.90). Diese Unabhängigkeitdes führenden (Volumen-)Terms der Zustandsdihte von den Randbedingungen ist eine Konsequenzdes Weylshen Theorems.)Nun ist die Gesamtzahl der Shwingungsmoden endlih, nämlih 3N . Um auh diese Tatsahe zuberüksihtigen, postulierte Debye eine uto� -Frequenz ωD: Für ω ≤ ωD soll die Zustandsdihte gemäÿ



142 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEGl. (III.129) quadratish von ω abhängen, für ω > ωD dagegen vershwinden. Läÿt man weiterhin fürdie longitudinalen und die transversalen Shallwellen vershiedene Geshwindigkeiten zu, cl und ct,und berüksihtigt shlieÿlih, daÿ die transversalen Wellen zwei vershiedene Polarisationsrihtungenbesitzen, erhält man die Zustandsdihte für das Debye-Modell:
g(ω) =





V

(
ω2

2π2c3l
+

ω2

π2c3t

)
, ω ≤ ωD

0 , ω > ωD

. (III.130)Die Debye-Frequenz ωD ergibt sih dann aus der Identität
∫ ωD
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= 3N , (III.131)also aus
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2π2c3l
+
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π2c3t

)
=

9N

ω3
D

. (III.132)Damit lautet der Debye-Ansatz für die Zustandsdihte shlieÿlih
g(ω) =






9N

ω3
D

ω2 , ω ≤ ωD

0 , ω > ωD

. (III.133)Die tatsählihen Zustandsdihten lassen sih aus Röntgenstreuexperimenten bestimmen. Es zeigt sih,daÿ der niederfrequente Teil des �akustishen� Spektrums häu�g sehr gut durh den quadratishenAnsatz (III.133) beshrieben wird, wogegen selbst für einfahe Gittertypen bei höheren Frequenzen so-genannte �van Hove-Singularitäten� auftreten, so daÿ die Zustandsdihte für diese höheren Frequenzenniht mehr glatt ist. Die gute Übereinstimmung im niederfrequenten Bereih des akustishen Spek-trums garantiert jedoh eine genaue Beshreibung der spezi�shen Wärmekapazität bei hinreihendtiefen Temperaturen.Die Existenz einer uto�-Frequenz wird auh unter einem anderen Gesihtspunkt plausibel: Betrahtetman zur Vereinfahung nur die longitudinalen Moden, hat man
∫ ωD
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dω
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6π2c3l
= N . (III.134)Führt man gemäÿ ωD = 2π cl

λD
die zur Debye-Frequenz gehörende kürzeste Wellenlänge λD der Shall-wellen ein, erhält man daraus

4π

3

1

λ3
D

=
N

V
(III.135)
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Abbildung III.3: Vergleih der quadratishen Zustandsdihte (III.133) des Debye-Modells mit einertypishen, durh Röntgenstreuexperimente bestimmten Zustandsdihte eines Metalls (shematish).Während die tatsählihe Zustandsdihte im niederfrequenten Teil gut mit dem Modell übereinstimmt,treten im hohfrequenten Teil van Hove-Singularitäten auf.oder
λD =

(
4π

3

V

N

)1/3

; (III.136)die aus dem Debye-Ansatz folgende kürzeste möglihe Wellenlänge ist also von der Gröÿenordnung derTeilhenabstände im Gitter. Das ist unmittelbar einsihtig, da Wellen mit noh kürzerer Wellenlängein einem diskreten Gitter niht realisiert werden können.Die spezi�she Wärmekapazität eines Gitters, das durh das Debye-Modell (III.133) beshrieben wird,kann nun in einfaher Form angegeben werden:
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= 3NkBD(xD) , (III.137)wobei
D(xD) =

3

x3
D

∫ xD

0

dx
x4ex

(ex − 1)
2 (III.138)



144 KAPITEL III. IDEALE BOSE-GASEdie sogenannte Debye-Funktion bezeihnet, deren dimensionsloses Argument
xD =

h̄ωD

kBT
=

ΘD

T
(III.139)durh das Verhältnis der Debye-Temperatur ΘD = h̄ωD/kB und der Temperatur T gegeben wird. Danun ex

(ex−1)2 = − d
dx

1
ex−1 , liefert eine partielle Integration

D(xD) =
3

x3
D

[
− x4

ex − 1

∣∣∣∣
xD

0

+ 4

∫ xD

0

x3 dx

ex − 1

]

= − 3xD

exD − 1
+

12

x3
D

∫ xD

0

x3 dx

ex − 1
. (III.140)Für im Vergleih zur Debye-Temperatur hohe Temperaturen ist x ≤ xD ≪ 1, daher hat man dieEntwiklung

1

ex − 1
=

1

x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 + O(x4)

=
1

x
(
1 + 1

2x+ 1
6x

2 + O(x3)
)

=
1

x

(
1 − 1

2
x− 1

6
x2 +

1

4
x2 + O(x3)

)

=
1

x

(
1 − 1

2
x+

1

12
x2

)
+ O(x2) . (III.141)Daraus folgt für die Debye-Funktion die Hohtemperatur-Näherung

D(xD) = −3 +
3

2
xD − 1

4
x2

D +
12

x3
D

∫ xD

0

dx

(
x2 − 1

2
x3 +

1

12
x4

)
+ O(x3

D)

= −3 +
3

2
xD − 1

4
x2

D +
12

x3
D

(
1

3
x3

D − 1

8
x4

D +
1

5 · 12
x5

D

)
+ O(x3

D)

= −3 +
3

2
xD − 1

4
x2

D + 4 − 3

2
xD +

1

5
x2

D + O(x3
D)

= 1 − 1

20
x2

D + O(x3
D) , (III.142)und shlieÿlih nah Gl. (III.137) für die spezi�she Wärmekapazität der Ausdruk

CV = 3NkB

(
1 − 1

20
x2

D

)
+ O(x3

D) für T ≫ ΘD . (III.143)Für hohe Temperaturen nähert sih daher die spezi�she Wärmekapazität von unten ihrem klassishenGrenzwert an.



III.3. THERMODYNAMIK DER PHONONEN 145Für im Vergleih zur Debye-Temperatur tiefe Temperaturen, also für T ≪ ΘD, ist xD ≫ 1. Daher kannman bei Inkaufnahme eines exponentiell kleinen Fehlers die obere Integrationsgrenze in Gl. (III.138)ins Unendlihe vershieben:
D(xD) =

12

x3
D

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1
+ O(e−xD) ; (III.144)das ergibt die spezi�she Wärmekapazität

CV = 3NkB
12

x3
D

3!
π4

90
+ O(e−xD)

= NkB
12π4

5

(
T

ΘD

)3

+ O(e−ΘD/T ) . (III.145)Dieses T 3-Gesetz, das vom Debye-Modell mit exponentieller Genauigkeit vorhergesagt wird, liefert einehervorragende Beshreibung der experimentellen Daten für den Beitrag der Gittershwingungen, alsoder Phononen, zur spezi�shen Wärmekapazität eines Metalls oder Ionengitters bei tiefen Temperatu-ren. Die Tatsahe, daÿ in diesem Modell die Wärmekapzität für T → 0 nur algebraish vershwindet, istauf den Umstand zurükzuführen, daÿ hier (im Untershied zum Einstein-Modell) keine Energielükeexistiert, da sih ja das Frequenzspektrum (III.133) der Normaloszillatoren stetig bis zu Null erstrekt.
• Die Debye-Temperatur, die den Übergang vom klassishen Hohtemperaturverhalten zumquantenmehanishen �Einfrieren� der Shwingungsfreiheitsgrade markiert, liegt meist im Be-reih von einigen 100 K. (Einige Beispiele: ΘD = 394 K für Aluminium, 345 K für Kupfer,

215 K für Silber; 321 K für NaCl und 231 K für KCl.)
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Kapitel IVIdeale Fermi-GaseWenn nλ3 ≫ 1, untersheiden sih ideale Fermi-Gase wesentlih von idealen Bose-Gasen, da sihdas Pauli-Verbot bemerkbar maht. Ebenso wie ideale Bose-Gase stellen auh ideale Fermi-Gase einewihtige Klasse von Modellsystemen dar, die in der Natur näherungsweise realisiert wird: So läÿt sihetwa das �Elektronengas� in Metallen in guter Näherung als ein ideales Fermi-Gas au�assen, wobeiallerdings die �e�ektive� Masse seiner Konstituenten deutlih von der Masse freier Elektronen abweihenkann. Hier wird also das tatsählihe System der wehselwirkenden Teilhen auf ein äquivalentes Systemnihtwehselwirkender �Quasiteilhen� abgebildet. In ähnliher Weise lassen sih auh die angeregtenZustände eines Supraleiters durh ein ideales Gas fermionisher Quasiteilhen beshreiben.IV.1 Thermodynamik idealer Fermi-GaseIV.1.1 Kontinuumsapproximation und VirialentwiklungDen Ausgangspunkt für die groÿkanonishe Behandlung eines idealen Fermi-Gases mit den Einteilhen-Energien ε bilden erneut die in Abshnitt II.7 gewonnenen Gln. (II.215) und (II.221):
pV

kBT
= lnZ =

∑

ε

ln
(
1 + ze−βε

)

N =
∑

ε

〈nε〉 =
∑

ε

1

z−1eβε + 1
, (IV.1)wobei wieder β = 1

kBT die inverse Temperatur angibt und z = eβµ die Fugazität bezeihnet. Für freieFermionen mit einem Spin s, also mit dem Spin-Multiplizitätsfaktor γ = 2s + 1, lautet die energie-abhängige Zustandsdihte nun
g(ε) = γ

2πV

h3
(2m)3/2 ε1/2 , (IV.2)147



148 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEsofern die Spinentartung niht durh ein äuÿeres Magnetfeld aufgehoben wird. In der üblihen Konti-nuumsnäherung erhält man also zunähst
pV

kBT
= γ

2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)
; (IV.3)daraus folgt durh Übergang auf die dimensionslose Variable βε = x und partielle Integration dieBeziehung

p

kBT
= γ

2π

h3
(2mkBT )3/2

∫ ∞

0

dxx1/2 ln
(
1 + ze−x

)

=
2γ√
π

(
2πmkBT

h2

)3/2
[

2

3
x3/2 ln

(
1 + ze−x

)∣∣∣∣
∞

0

+

∫ ∞

0

dx
2
3x

3/2ze−x

1 + ze−x

]

=
γ

λ3

4

3
√
π

∫ ∞

0

dx
x3/2

z−1ex + 1
. (IV.4)Ähnlih wie im Falle der Bose�Einstein-Statistik ist das hier auftauhende Fermi�Dira-Integral einVertreter einer wihtigen Funktionenklasse:

• Es sei
fn(z) =

1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1

z−1ex + 1
(IV.5)die �Fermi-Funktion zum Index n�. Für diese �ndet man sofort die Reihendarstellung

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1ze−x

1 + ze−x

= − 1

Γ(n)

∫ ∞

0

dxxn−1
∞∑

ℓ=1

(
−ze−x

)ℓ

= −
∞∑

ℓ=1

(−z)ℓ

ℓn

= z − z2

2n
+
z3

3n
∓ . . . , (IV.6)die sih formal von der analogen Entwiklung (III.12) der Bose-Funktionen nur um das alternie-rende Vorzeihen untersheidet.1 Dadurh ändert sih auh das Konvergenzverhalten: Nah demLeibniz-Kriterium konvergiert die Reihe (IV.6) für alle z ≥ 0, wenn der Index n positiv ist.Mit dieser De�nition (IV.5) erhält das Resultat der Umformungen (IV.4) die kompakte Form

p

kBT
=

γ

λ3
f5/2(z) ; (IV.7)1Daher läÿt sih fn(z) sofort auf den Polylogarithmus zurükführen: fn(z) = −gn(−z) = −Lin(−z).



IV.1. THERMODYNAMIK IDEALER FERMI-GASE 149ebenso liefert die zweite der beiden Gln. (IV.1) den Ausdruk
N

V
= γ

(
2πmkBT

h2

)3/2
1
√

π
2

∫ ∞

0

dx
x1/2

z−1ex + 1

=
γ

λ3
f3/2(z) . (IV.8)Mit Hilfe dieser beiden Grundgleihungen (IV.7) und (IV.8) für das freie, ideale Fermi-Gas im groÿ-kanonishen Ensemble kann dessen Thermodynamik nun in enger Analogie zu der des Bose-Gasesentwikelt werden. Aus der ersten Gleihung erhält man die Innere Energie:

U = −
(
∂ lnZ
∂β

)

z,V

= kBT
2 ∂

∂T

(
pV

kBT

)

z,V

= kBT
2 γV f5/2(z)

∂

∂T

1

λ3

=
3

2
kBT

γV

λ3
f5/2(z)

=
3

2
NkBT

f5/2(z)

f3/2(z)
. (IV.9)Man beahte, daÿ aus der vorletzten Gleihung dieser Umformung wieder die von der Statistik un-abhängige Beziehung U = 3

2pV folgt, in die lediglih die Raumdimension 3 und der Exponent 2 derDispersionsrelation eingehen. Da weiterhin fn(z) ≈ z für z ≪ 1, erhält man für kleine Fugazitätensofort den klassishen Ausdruk für die Energie zurük.Um aus dieser Gl. (IV.9) die spezi�she Wärmekapazität des idealen, freien Fermi-Gases zu erhalten,benötigt man wie im Bose-Fall die partielle Ableitung der Fugazität nah der Temperatur. Dazu nutztman die Kettenregel in der Form
(
∂f3/2(z)

∂T

)

N,V

=
df3/2(z)

dz

(
∂z

∂T

)

N,V

(IV.10)und beahtet
d

dz
fn(z) = − d

dz

∞∑

ℓ=1

(−z)ℓ

ℓn

=
∞∑

ℓ=1

(−z)ℓ−1

ℓn−1

=
fn−1(z)

z
, (IV.11)insbesondere also

df3/2(z)

dz
=

1

z
f1/2(z) . (IV.12)



150 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEWeiterhin gilt nah der zweiten Grundgleihung (IV.8)
(
∂f3/2(z)

∂T

)

N,V

=

(
∂

∂T

Nλ3

γV

)

N,V

= − 3

2T
f3/2(z) . (IV.13)Daraus folgt zunähst die gesuhte Ableitung der Fugazität,

(
∂z

∂T

)

N,V

=

(
∂f3/2(z)

∂T

)

N,V

df3/2(z)

dz

= − 3z

2T

f3/2(z)

f1/2(z)
, (IV.14)und weiterhin die spezi�she Wärmekapazität:

CV

NkB
=

∂

∂T

(
3

2
T
f5/2(z)

f3/2(z)

)

N,V

=
3

2

f5/2(z)

f3/2(z)
+

3T

2

1

z

(
− 3z

2T

f3/2(z)

f1/2(z)

)
+

3T

2

f5/2(z)(−1)
[
f3/2(z)

]2
f1/2(z)

z

(
− 3z

2T

f3/2(z)

f1/2(z)

)

=
15

4

f5/2(z)

f3/2(z)
− 9

4

f3/2(z)

f1/2(z)
. (IV.15)Dieser Ausdruk entspriht genau dem Resultat (III.67) für das ideale Bose-Gas; es wurden lediglih dieBose- durh die Fermi-Funktionen ausgetausht. Im Untershied zum Bose-Fall bleibt die spezi�sheWärmekapazität hier im gesamten Bereih 0 < z < ∞ �glatt�, da für Fermionen kein Analogon derBose�Einstein-Kondensation auftritt.Aus der thermodynamishen Identität U = TS − pV + µN erhält man die Freie Energie

F = µN − pV

= NkBT

(
ln z − f5/2(z)

f3/2(z)

) (IV.16)und daraus dann die Entropie
S =

U − F

T

=
3

2
NkB

f5/2(z)

f3/2(z)
−NkB

(
ln z − f5/2(z)

f3/2(z)

)

= NkB

(
5

2

f5/2(z)

f3/2(z)
− ln z

)
. (IV.17)Allerdings sind diese formalen Ausdrüke wenig hilfreih, solange die Temperaturabhängigkeit derFugazität niht explizit bekannt ist. Diese erhält man durh Au�ösen der zweiten Grundgleihung

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z) (IV.18)



IV.1. THERMODYNAMIK IDEALER FERMI-GASE 151nah z ; Einsetzen des Resultates in die erste Grundgleihung
p

kBT
=

γ

λ3
f5/2(z) (IV.19)liefert dann die Zustandsgleihung des idealen, freien Fermi-Gases. Im klassishen Grenzfall sehr kleinerDihten und/oder sehr hoher Temperaturen ist dieses Programm einfah durhzuführen: Dann ist

f3/2(z) =
nh3

γ(2πmkBT )3/2
≪ 1 , (IV.20)also auh z ≪ 1 und daher fn(z) ≈ z für alle n. In diesem Grenzfall reduzieren sih die oben gewonnenenBeziehungen für das Fermi-Gas sofort auf die klassishen:

pV

NkBT
= 1

U =
3

2
NkBT

CV =
3

2
NkB

F = NkBT

(
ln

(
nλ3

γ

)
− 1

)

S = NkB

(
5

2
− ln

(
nλ3

γ

))
. (IV.21)Um nun die bei zwar hohen, aber endlihen Temperaturen bzw. bei kleinen, aber endlihen Dihtenauftretenden �Quantenkorrekturen� zu beshreiben, wird ebenso wie in Abshnitt III.1 eine Virial-entwiklung durhgeführt. Deren erster Shritt besteht in der Inversion der Potenzreihe

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z)

=
γ

λ3

(
z − z2

23/2
+

z3

33/2
− z4

43/2
± . . .

)
, (IV.22)was in erster Ordnung auf

z(1) =
λ3

γv
≡ q (IV.23)führt; der Parameter q ist nah Voraussetzung endlih, aber klein. Die weiteren Shritte verlaufenparallel zu denen für das Bose-Gas, wobei jedoh genau auf die Vorzeihen zu ahten ist: In zweiterOrdnung folgt

z(2) = q +
1

23/2
z(1)2

= q +
1

23/2
q2 ; (IV.24)



152 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEin dritter Ordnung dann
z(3) = q +

1

23/2
z(2)2 − 1

33/2
z(2)3

= q +
1

23/2

[
q2 +

1

21/2
q3
]
− 1

33/2
q3 + O(q4)

= q +
1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3 + O(q4) (IV.25)und shlieÿlih in vierter

z(4) = q +
1

23/2
z(3)2 − 1

33/2
z(3)3 +

1

43/2
z(3)4

= q +
1

23/2

[
q2 +

1

21/2
q3 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4 +

1

23
q4
]

− 1

33/2

[
q3 +

3

23/2
q4
]

+
1

43/2
q4 + O(q5)

= q +
1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

+

(
1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4 + O(q5) . (IV.26)Damit ist das Hohtemperaturverhalten der Fugazität bekannt. Einsetzen dieser Entwiklung in dieerste Grundgleihung

p

kBT
=

γ

λ3

(
z − z2

25/2
+

z3

35/2
− z4

45/2
± . . .

) (IV.27)liefert nah Multiplikation mit v = V/N die ersten Terme der gesuhten Virialentwiklung:
pV

NkBT
=

1

q

[
q +

1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

+

(
1
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21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4

− 1

25/2

(
q2 +

1

21/2
q3 +

1

23
q4 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4
)

+
1

35/2

(
q3 +

3

23/2
q4
)

− 1

45/2
q4 + O(q5)

]

= 1 +

(
1

23/2
− 1

25/2

)
q +

(
1

4
− 1

33/2
− 1

23
+

1

35/2

)
q2
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+

(
1

4
√

2
− 1

3
√

6
+

1

16
√

2
− 1

2
√

6
+

1

8

− 1

8
√

2
+

1

6
√

6
− 1

32
√

2

+
1

6
√

6
− 1

32

)
q3 + O(q4) . (IV.28)Der Vergleih mit der in Abshnitt III.1 durhgeführten Virialentwiklung für das ideale Bose-Gaszeigt, daÿ die Beträge der auftretenden Virialkoe�zienten in beiden Fällen gleih sind, daÿ allerdingsfür Fermionen deren Vorzeihen alternieren. Für das ideale, freie Fermi-Gas gilt daher

pV

NkBT
=

∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1aℓ

(
λ3

γv

)ℓ−1

, (IV.29)wobei die Koe�zienten aℓ genau mit denen der Entwiklung (III.28) für das ideale Bose-Gas überein-stimmen:
a1 = 1

a2 = − 1

4
√

2
≈ −0.176777

a3 = −
(

2

9
√

3
− 1

8

)
≈ −0.003300

a4 = −
(

3

32
+

5

32
√

2
− 1

2
√

6

)
≈ −0.000111 . (IV.30)Die �führende Quantenkorrektur� in dieser Entwiklung (IV.29), die durh den Koe�zienten −a2 be-shrieben wird, hat nun, im Untershied zur Bose-Statistik, ein positives Vorzeihen; der Druk ineinem idealen Fermi-Gas liegt also bei hohen, aber endlihen Temperaturen über dem eines Maxwell�Boltzmann-Gases. Auh diese Beobahtung ist in Anbetraht des statistishen Wehselwirkungs-potentials (II.160) sofort plausibel: Die durh die Fermi-Antisymmetrie der Vielteilhen-Wellenfunktionbedingte e�ektive Abstoÿung der Teilhen entspriht einer Drukerhöhung.Für das Hohtemperaturverhalten der spezi�shen Wärmekapazität folgt nun die Entwiklung

CV

NkB
=

1

NkB

(
∂U

∂T

)

N,V

=
3

2

(
∂

∂T

pV

NkB

)

N,V

=
3

2

∂

∂T

∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1aℓT

(
λ3

γv

)ℓ−1

=
3

2

∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1 5 − 3ℓ

2
aℓ

(
λ3

γv

)ℓ−1

=
3

2

[
1 − 0.088388

λ3

γv
+ 0.006600

(
λ3

γv

)2

− 0.000390

(
λ3

γv

)3

± . . .

]
, (IV.31)



154 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEso daÿ für ein Fermi-Gas bei hinreihend hohen Temperaturen oder kleinen Dihten der klassisheGrenzwert der Wärmekapazität von unten erreiht wird.IV.1.2 Das ideale Fermi-Gas bei T = 0Wenn jedoh λ3

γv ≫ 1, wenn also die Temperatur des Gases sehr gering und/oder seine Dihte sehrhoh und das Gas daher stark entartet ist, ist eine Entwiklung der thermodynamishen Gröÿen nahdiesem Parameter sinnlos. Es ist zum Verständnis der Physik des stark entarteten Fermi-Gases sehrhilfreih, zunähst den Grenzfall T → 0 zu betrahten. In diesem Fall reduziert sih die fermionisheBesetzungszahlfunktion auf eine Stufenfunktion:
〈nε〉 =

1

e(ε−µ)/(kBT ) + 1

T→0−→
{

1 für ε < µ0

0 für ε > µ0

, (IV.32)wobei µ0 ≡ µ(T = 0) das hemishe Potential des Gases bei T = 0 angibt. Damit sind für T → 0 alleEinteilhen-Niveaus unterhalb von µ0 besetzt, alle Niveaus oberhalb davon unbesetzt. Der Parame-ter µ0 ist daher eine entsheidende Kenngröÿe eines Fermi-Gases; er wird meist als Fermi-Energie εFbezeihnet, µ0 ≡ εF. Der zugehörige Fermi-Impuls pF, de�niert durh
p2
F

2m
= εF , (IV.33)läÿt sih mit Hilfe der impulsabhängigen Zustandsdihte eines freien Fermi-Gases, g(p) = γV

h3 4πp2,sofort angeben: Da bei T = 0 alle Niveaus bis zum Fermi-Niveau gefüllt sind, hat man
∫ pF

0

dp g(p) = N , (IV.34)also
γV

h3

∫ pF

0

dp 4πp2 =
γV

h3

4πp3
F

3
= N ; (IV.35)daraus folgt

pF = h

(
3N

4πγV

)1/3

. (IV.36)Daher ist die Fermi-Energie proportional zu n2/3 :
εF =

h2

2m

(
3N

4πγV

)2/3

=
h̄2

2m

(
6π2n

γ

)2/3

. (IV.37)



IV.1. THERMODYNAMIK IDEALER FERMI-GASE 155Da also aufgrund des Pauli-Verbotes viele Zustände oberhalb des Einteilhen-Grundzustandes besetztsein müssen, trägt das Gas selbst bei T = 0 eine erheblihe Energie. Diese Grundzustandsenergie desGases erhält man sofort durh Au�ntegration der Energien der besetzten Zustände:
E0 =

4πγV

h3

∫ pF

0

dp p2 p
2

2m

=
2πγV

5mh3
p5
F

=

(
γV

h3

4πp3
F

3

)
3p2

F

5 · 2m ; (IV.38)daraus folgt mit Gl. (IV.35) weiter
E0

N
=

3

5

p2
F

2m
=

3

5
εF . (IV.39)Die Grundzustandsenergie pro Teilhen eines freien, idealen Fermi-Gases berägt daher drei Fünftel derFermi-Energie.Da die besetzten Zustände oberhalb des Einteilhen-Grundzustandes einen nihtvershwindenden Im-puls besitzen, übt das Gas selbst bei T = 0 einen Druk aus. Dieser �Nullpunktsdruk� des idealenFermi-Gases ergibt sih mit Hilfe von Gl. (IV.37) zu

p0 =
2

3

E0

V

=
2

5
εF
N

V

=
2

5

h̄2

2m

(
6π2

γ

)2/3

n5/3 , (IV.40)ist also proportional zu n5/3.IV.1.3 Die Sommerfeld-EntwiklungEs stellt sih nun die Aufgabe, die Thermodynamik des idealen Fermi-Gases bei kleinen, aber endlihenTemperaturen zu untersuhen. Dabei bedeutet �klein� wie üblih �klein im Vergleih zu der natürlihenReferenztemperatur des Systems�, hier also im Vergleih zur Fermi-Temperatur TF = εF/kB. In diesemFall besitzt die Besetzungszahlfunktion
〈nε〉 =

1

e(ε−µ)/(kBT ) + 1
(IV.41)keine sharfe �Fermi-Kante� mehr, sondern ist in einem Bereih von der Gröÿenordnung ε−µ

kBT = O(1)abgerundet; in einem Energiebereih der Gröÿenordnung O(kBT ) um das hemishe Potential herum�ndet man nun �Löher� und angeregte Teilhen (den �Nebel über dem Fermi-See�). Es sind also niht



156 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEalle vorhandenen Teilhen thermish aktiv, sondern nur ein Bruhteil der Ordnung O(kBT/εF). Dajedes dieser Teilhen eine Energie der Gröÿe O(kBT ) trägt, besitzt ein ideales Fermi-Gas für T ≪ TFeine Anregungsenergie von der Ordnung
Uex = O

(
NkBT

kBT

εF

)
; (IV.42)daraus ergibt sih eine in T lineare spezi�she Wärmekapazität der Ordnung

CV = O
(
NkB

kBT

εF

)
. (IV.43)

• Ein stark entartetes Fermi-Gas, auf das diese Überlegungen zutre�en, ist das �Elektronengas� ineinem Metall. Typishe Fermi-Temperaturen für Metalle liegen im Bereih von einigen 10 000 K,so daÿ die Bedingung T ≪ TF selbst bei Zimmertemperatur gut erfüllt wird. (Einige Beispiele:
TF = 3.77 · 104 K für Natrium, 8.16 · 104 K für Kupfer, 6.38 · 104 K für Silber und 13.6 · 104 Kfür Aluminium.)

Abbildung IV.1: Während die fermionishe Besetzungszahlfunktion bei der Temperatur T = 0 einesharfe Stufe bei der Fermi-Energie εF besitzt, wird diese �Kante� bei höheren Temperaturen �auf-geweiht�. Sofern die Temperatur klein im Vergleih zur Fermi-Temperatur εF/kB bleibt, besitzt der�Aufweihungsbereih� die Gröÿenordnung O(kBT ). Das bedeutet, daÿ bei kleinen Temperaturen nurein Bruhteil aller Teilhen der Gröÿenordnung O(kBT/εF) thermish angeregt wird.Um den obigen Abshätzungen eine präzise Formulierung zu geben, wird eine genaue mathematisheBeshreibung des �Aufweihens der Fermi-Kante� für im Vergleih zur Fermi-Temperatur tiefe Tempe-



IV.1. THERMODYNAMIK IDEALER FERMI-GASE 157raturen benötigt. Diese Beshreibung wird durh die Sommerfeld-Entwiklung der Fermi-Funktionengeliefert. Dazu sei nun
ξ = ln z =

µ

kBT
; (IV.44)nah Voraussetzung ist ξ ≫ 1. Weiterhin sei

Fn(ξ) = Γ(n) fn(eξ) =

∫ ∞

0

dx
xn−1

ex−ξ + 1
. (IV.45)Der Nenner des Integranden hat die bekannte Stufenform,

1

ex−ξ + 1
≈
{

1 für x≪ ξ

0 für x≫ ξ
. (IV.46)In niedrigster Näherung, entsprehend der sharfen Kante im Grenzfall T = 0, hat man daher einfah

Fn(ξ) ≈
∫ ξ

0

dxxn−1 =
ξn

n
. (IV.47)Um diesen dominanten Beitrag aus dem Integral (IV.45) abtrennen und dann den kleinen �Rest� einfahentwikeln zu können, shreibe

Fn(ξ) =

∫ ξ

0

xn−1dx

ex−ξ + 1
+

∫ ∞

ξ

xn−1dx

ex−ξ + 1
; (IV.48)der Beitrag (IV.47) stammt dann nur aus dem ersten Summanden. Um ihn zu isolieren, benutzt manfür diesen ersten Summanden die Umformung

1

ex−ξ + 1
=

ex−ξ + 1 − ex−ξ

ex−ξ + 1

= 1 − 1

1 + e−x+ξ
(IV.49)und erhält dann

Fn(ξ) =

∫ ξ

0

xn−1

[
1 − 1

eξ−x + 1

]
dx+

∫ ∞

ξ

xn−1 1

ex−ξ + 1
dx

=
ξn

n
+

∫ 0

ξ

dy
(ξ − y)n−1

ey + 1
+

∫ ∞

0

dy
(ξ + y)n−1

ey + 1
. (IV.50)Bis hierher waren alle Shritte exakt. Nun wird die Voraussetzung ξ ≫ 1 ausgenutzt: Sie erlaubt es,die untere Grenze des ersten Integrals bei Tolerierung eines nur exponentiell kleinen Fehlers nah +∞zu vershieben, da ja der Integrand für groÿe Argumente exponentiell klein wird. Mit dieser Näherungfolgt

Fn(ξ) =
ξn

n
+

∫ ∞

0

dy
(ξ + y)n−1 − (ξ − y)n−1

ey + 1
+ O(e−ξ) . (IV.51)



158 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEBenutzt man nun den verallgemeinerten Binomialsatz in der Form
(ξ ± y)

n−1
=

∞∑

j=0

(
n− 1

j

)
ξn−1−j (±y)j , (IV.52)wobei der Exponent n− 1 niht unbedingt positiv und ganzzahlig sein muÿ (ist das der Fall, briht dieReihe ab), folgt daraus für ξ ≫ 1 sofort

Fn(ξ) ≈ ξn

n
+ 2

∑

j=1,3,5,...

(
n− 1

j

)
ξn−1−j

∫ ∞

0

dy
yj

ey + 1
. (IV.53)Das hier auftauhende Integral läÿt sih auf die Gamma- und die Riemannshe Zeta-Funktion zurük-führen:

• Es sei j > 0. Dann gilt
∫ ∞

0

dy
yj

ey + 1
=

∫ ∞

0

dy yje−y
∞∑

k=0

(
−e−y

)k

=

∞∑

k=1

(−1)k−1

∫ ∞

0

dy yje−ky

=

∞∑

k=1

(−1)k−1

kj+1
Γ(j + 1)

= Γ(j + 1)

[
1 − 1

2j+1
+

1

3j+1
− 1

4j+1
± . . .

]

= Γ(j + 1)

[
ζ(j + 1) − 2

(
1

2j+1
+

1

4j+1
+ . . .

)]

= Γ(j + 1) ζ(j + 1)

(
1 − 1

2j

)
. (IV.54)Beahtet man nun fn(eξ) = Fn(ξ)/Γ(n), ergibt sih damit aus der Gl. (IV.53) die Darstellung

fn(eξ) =
ξn

Γ(n+ 1)
+

2

Γ(n)

∑

j=1,3,5,...

(n− 1)(n− 2) . . . (n− j)
ξn−1−j

j!
×

× Γ(j + 1) ζ(j + 1)

(
1 − 1

2j

)

=
ξn

Γ(n+ 1)


1 +

∑

j=2,4,6,...

2n(n− 1) . . . (n+ 1 − j)

(
1 − 1

2j−1

)
ζ(j)

ξj


 . (IV.55)Unter Verwendung von ζ(2) = π2/6 und ζ(4) = π4/90 folgen daraus shlieÿlih die ersten Terme dergesuhten Tieftemperaturentwiklung in der Form

fn(eξ) =
ξn

Γ(n+ 1)

[
1 + n(n− 1)

π2

6

1

ξ2
+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

7π4

360

1

ξ4
+ . . .

]
. (IV.56)



IV.1. THERMODYNAMIK IDEALER FERMI-GASE 159Mit eξ = z erhält man nun insbesondere für n = 5/2, 3/2 und 1/2 die oft benötigten Ausdrüke
f5/2(z) =

(ln z)5/2

5
2 · 3

2 · 1
2

√
π

[
1 +

5

2
· 3

2
· π

2

6
(ln z)−2 + . . .

]

=
8

15
√
π

(ln z)5/2

[
1 +

5π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
,

f3/2(z) =
(ln z)3/2

3
√
π/4

[
1 +

3

2
· 1

2
· π

2

6
(ln z)−2 + . . .

]

=
4

3
√
π

(ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
,

f1/2(z) =
2√
π

(ln z)1/2

[
1 − π2

24
(ln z)−2 + . . .

]
. (IV.57)Diese Entwiklungen liefern den Shlüssel zur Diskussion der Thermodynamik des idealen Fermi-Gasesbei tiefen Temperaturen, also für T ≪ TF. Zunähst ergibt sih für die Teilhendihte der Ausdruk

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z)

=
γ(2πmkBT )3/2

h3

4

3
√
π

(ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]

=
4πγ

3

(
2m

h2

)3/2

(kBT ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
. (IV.58)Vernahlässigt man hier den kleinen Term der Ordnung O

(
(ln z)−2

), folgt daraus durh Umstellung
kBT ln z = µ =

h2

2m

(
3

4πγ

N

V

)2/3

= εF , (IV.59)wobei im letzten Shritt die shon bekannte Gl. (IV.37) für die Fermi-Energie benutzt wurde. DiesesErgebnis entspriht genau der Erwartung, da ja die Entwiklungen (IV.57) so konzipiert wurden, daÿdie Beshränkung auf den dominanten Term auf den Grenzfall T = 0 zurükführt. Behält man jedohin Gl. (IV.58) den führenden Korrekturterm für endlihe Temperaturen bei, ergibt die Au�ösung nah
kBT ln z = µ dagegen

µ ≈ εF

[
1 +

π2

8

(
µ

kBT

)−2
]−2/3

≈ εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (IV.60)Hier wurde im zweiten Shritt ausgenuzt, daÿ das hemishe Potential µ bis auf Terme der Ordnung

O
(
(kBT/εF)2

) mit der Fermi-Energie εF übereinstimmt, der Fehler bei der Ersetzung von µ durh
εF also von höherer Ordnung ist. Die wihtige Tatsahe, daÿ das hemishe Potential des Fermi-Gases bei endlihen Temperaturen unter die Fermi-Energie absinkt, wird verständlih, wenn man



160 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEdas Aufweihen der Fermi-Kante �nah unten hin� vor Augen hat: Es kostet daher mit zunehmenderTemperatur weniger Energie, dem System ein Teilhen hinzuzufügen.Für die Innere Energie erhält man mit Hilfe der Entwiklungen (IV.57) die Beziehung
U =

3

2
NkBT

f5/2(z)

f3/2(z)

≈ 3

2
NkBT

8

15
√
π

3
√
π

4
ln z

1 + 5π2

8 (ln z)−2

1 + π2

8 (ln z)−2

≈ 3

2

2

5
NkBT ln z

(
1 +

5π2

8
(ln z)−2

)(
1 − π2

8
(ln z)−2

)

≈ 3

5
NkBT ln z

(
1 +

π2

2
(ln z)−2

)
. (IV.61)Da weiterhin nah Gl. (IV.60)

ln z ≈ εF
kBT

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
, (IV.62)�ndet man shlieÿlih die Tieftemperatur-Näherung

U

N
≈ 3

5
εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
·
[
1 +

π2

2

(
kBT

εF

)2
]

≈ 3

5
εF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (IV.63)Daraus erhält man sofort die spezi�she Wärmekapazität des idealen Fermi-Gases:

(
∂U

∂T

)

V

≈ π2

4
NεF · 2

(
kBT

εF

)
kB

εF

=
π2

2
NkB

kBT

εF
für T ≪ TF . (IV.64)O�enbar entsprehen diese beiden Resultate (IV.63) und (IV.64) genau den vorherigen Abshätzun-gen (IV.42) und (IV.43), so daÿ die Sommerfeld-Entwiklung lediglih den genauen Koe�zienten π2/2der Wärmekapazität bei tiefen Temperaturen geliefert hat. Ihre lineare T -Abhängigkeit ist dagegeneine unmittelbare Konsequenz der Tatsahe, daÿ der �Aufweihungsbereih� der fermionishen Beset-zungsfunktion (IV.41) proportional mit der Temperatur wähst.Die Angabe des Tieftemperaturverhaltens weiterer thermodynamisher Gröÿen ist nun eine reine Form-sahe: Für den Druk erhält man aus Gl. (IV.63) sofort

p =
2

3

U

V

=
2

5
nεF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]

; (IV.65)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 161so daÿ der Druk erwartungsgemäÿ mit steigender Temperatur anwähst. Aus der thermodynamishenIdentität U = TS − pV + µN folgt dann für die Freie Energie der Ausdruk
F

N
= µ− pV

N

≈ εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
− 2

5
εF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]

=
3

5
εF

[
1 − 5π2

12

(
kBT

εF

)2
]
, (IV.66)so daÿ die Freie Energie mit steigender Temperatur sinkt , da ja ein gröÿerer Anteil der Energie inthermishen Anregungen gebunden und damit �unfrei� wird. Shlieÿlih ergibt sih für die Entropieder Zusammenhang

S

NkB
=

U − F

NkBT

≈ π2

2

kBT

εF
, (IV.67)so daÿ die Entropie eines freien, idealen Fermi-Gases bei im Vergleih zur Fermi-Temperatur tiefenTemperaturen mit seiner spezi�shen Wärmekapazität übereinstimmt.IV.2 Magnetismus idealer Fermi-GaseBei der Untersuhung der magnetishen Eigenshaften eines Fermi-Gases sind zwei grundvershiedenePhänomene zu behandeln: Paramagnetismus wird verursaht durh die Orientierung bereits vorhande-ner magnetisher Momente in einem äuÿerenMagnetfeld. Ein solhes Feld kann jedoh auh Ringströmehervorrufen, die ihrerseits ein Magnetfeld induzieren, das dem äuÿeren Feld entgegengerihtet ist; dieseErsheinung wird als Diamagnetismus bezeihnet.IV.2.1 ParamagnetismusBetrahtet wird nun ein ideales Fermi-Gas aus Spin- 12 -Teilhen (also mit dem Spinmultiplizitätsfaktor

γ = 2), die ein intrinsishes magnetishes Moment ~µB besitzen und sih in einem homogenen Magnet-feld ~B be�nden. Die Einteilhen-Energien lauten also
ε =

p2

2m
− ~µB · ~B . (IV.68)Da sih das magnetishe Moment der Teilhen nur entweder parallel oder antiparallel zum Magnetfeldeinstellt, kann das Gas als ein Gemish aus zwei vershiedenen �Sorten� von Teilhen aufgefaÿt werden:



162 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASE(i) Teilhen, deren Moment parallel zum Feld ausgerihtet ist, ~µB ↑↑ ~B, besitzen die Energien
ε = p2

2m − µBB.(ii) Teilhen, deren Moment antiparallel zum Feld ausgerihtet ist, ~µB ↑↓ ~B, besitzen die Energien
ε = p2

2m + µBB.Das �Nullniveau� der kinetishen Energie wird daher für Teilhen der Sorte (i) um −µBB nah unten,für Teilhen der Sorte (ii) dagegen um +µBB nah oben vershoben.Bei der Temperatur T = 0 werden alle Niveaus bis zur Fermi-Energie εF gefüllt; Niveaus darüberbleiben leer. Da die Fermi-Energie für beide Teilhensorten gleih ist, ergibt sih ein Übershuÿ vonTeilhen der Sorte (i); dieser Übershuÿ verursaht das makroskopishe magnetishe Moment des Gases.Der Impuls an der Fermi-Kante lautet für Teilhen der Sorte (i) mit �parallelem� Spin
p+
F =

(
2m(εF + µBB)

)1/2
, (IV.69)für Teilhen der Sorte (ii) mit �antiparallelem� Spin dagegen

p−F =
(
2m(εF − µBB)

)1/2
. (IV.70)Die zugehörigen Teilhenzahlen ergeben sih aus dem Phasenraumvolumen zu

N+ =
4π (p+

F )3 V

3h3
=

4πV

3h3

(
2m(εF + µBB)

)3/2 (IV.71)und
N− =

4π (p−F )3 V

3h3
=

4πV

3h3

(
2m(εF − µBB)

)3/2
; (IV.72)das resultierende magnetishe Moment bei T = 0 wird durh ihre Di�erenz bestimmt:

M = µB

(
N+ −N−)

=
4πV

3h3
µB (2m)3/2

(
(εF + µBB)3/2 − (εF − µBB)3/2

)

≈ 4πV µB (2m)3/2

3h3

3

2
ε
1/2
F 2µBB . (IV.73)Die magnetishe Suszeptibilität χ des Gases ist eine Materialgröÿe, welhe die sih als Reaktion aufein shwahes äuÿeres Magnetfeld einstellende Magnetisierung (also das gesamte magnetishe Momentdes Gases pro Volumen) beshreibt:

χ = lim
B→0

1

V

∂M

∂B
. (IV.74)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 163Aus der Di�erenz (IV.73) erhält man daher sofort einen Ausdruk für die paramagnetishe Suszepti-bilität eines idealen Fermi-Gases bei T = 0, nämlih
χpara

0 =
4πµ2

B (2m)3/2 ε
1/2
F

h3
. (IV.75)Da für Teilhen mit γ = 2 die Fermi-Energie nah Gl. (IV.37) durh

εF =
h2

2m

(
3n

8π

)2/3 (IV.76)gegeben wird, ist (2m)3/2

h3 = 3n

8πε
3/2

F

und damit shlieÿlih
χpara

0 =
3

2

nµ2
B

εF
; (IV.77)die paramagnetishe Suszeptibilität nimmt also für T → 0 einen endlihen Wert an.Um weiterhin die Suszeptibilität auh für kleine, aber endlihe Temperaturen, also für T ≪ TF bereh-nen zu können, wird die Zustandsdihte g1(ε) für spinpolarisierte freie Teilhen eingeführt, in welherder Spinmultiplizitätsfaktor niht auftauht:

g1(ε) =
2πV

h3
(2m)3/2

√
ε ; (IV.78)es gilt also

∫ εF

0

dε g1(ε) =
N

2
. (IV.79)Als Antwort auf ein shwahes Magnetfeld erhält man nun das Moment

M = µB

[∫ ∞

0

g1(ε) dε

eβ(ε−µBB−µ) + 1
−
∫ ∞

0

g1(ε) dε

eβ(ε+µBB−µ) + 1

]

≈ µB

∫ ∞

0

dε
g1(ε+ µBB) − g1(ε− µBB)

eβ(ε−µ) + 1

≈ 2µ2
BB

∫ ∞

0

dε
g′1(ε)

eβ(ε−µ) + 1
. (IV.80)Die Auswertung dieses Integrals muÿ erneut das �Aufweihen� der Fermi-Kante bei endlihen Tem-peraturen erfassen. Sie geshieht daher wieder mit Hilfe der bereits in Abshnitt IV.1 vorgestelltenSommerfeld-Tehnik: Im ersten Shritt maht man, ebenso wie vorher in Gl. (IV.50), die exakte Auf-spaltung

∫ ∞

0

dε
g′1(ε)

eβ(ε−µ) + 1
=

∫ µ

0

(
1 − 1

eβ(µ−ε) + 1

)
g′1(ε) dε+

∫ ∞

µ

1

eβ(ε−µ) + 1
g′1(ε) dε

= g1(µ) −
∫ 0

βµ

g′1(µ− y/β)

ey + 1

(
−dy

β

)
+

∫ ∞

0

g′1(µ+ y/β)

ey + 1

dy

β
. (IV.81)



164 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEIm zweiten Shritt wird die Voraussetzung βµ ≫ 1 ausgenutzt, indem die untere Grenze des erstenIntegrals nah +∞ vershoben wird. Damit folgt unter Benutzung des bestimmten Integrals (IV.54)
M

2µ2
BB

≈ g1(µ) +

∫ ∞

0

g′1(µ+ y/β) − g′1(µ− y/β)

ey + 1

dy

β

≈ g1(µ) +
2g′′1 (µ)

β2

∫ ∞

0

y dy

ey + 1

= g1(µ) + 2 (kBT )2 g′′1 (µ) Γ(2) ζ(2)

(
1 − 1

2

)

= g1(µ) +
π2

6
(kBT )2 g′′1 (µ) . (IV.82)Setzt man hier das Resultat (IV.60) für das hemishe Potential bei tiefen Temperaturen ein, erhältman in quadratisher Näherung in T zunähst den Ausdruk

M = 2µ2
BB

[
g1(εF) − π2

12

(kBT )2

εF
g′1(εF) +

π2

6
(kBT )2g′′1 (εF)

]
. (IV.83)Hier wird sehr deutlih, daÿ die Magnetisierung des Gases durh die genaue Form der Zustandsdihtein der Umgebung der Fermi-Energie bestimmt wird: Man benötigt niht nur g1(εF), sondern auh dieersten beiden Ableitungen g′1(εF) und g′′1 (εF). Nun ist die Zustandsdihte proportional zu √

ε, also
g1(ε) = Cε1/2 , (IV.84)wobei der Proportionalitätsfaktor aus der Bedingung
C

∫ εF

0

dε ε1/2 =
2

3
Cε

3/2
F =

N

2
(IV.85)zu

C =
3N

4ε
3/2
F

(IV.86)bestimmt wird. Es gilt daher
g1(εF) =

3N

4εF
; (IV.87)weiterhin erhält man sofort

g′1(εF) =
1

2
Cε

−1/2
F =

3N

8ε2F

g′′1 (εF) = −1

4
Cε

−3/2
F = − 3N

16ε3F
. (IV.88)
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1 (εF) ∝ ε

−(n+1)
F , wie bereits aus Dimensionsgründen zu erwarten war. Damit erhältdas magnetishe Moment des Gases bei tiefen Temperaturen nun die Form

M = µ2
BB

[
3N

2εF
− π2

12

(
kBT

εF

)2
3N

4εF
− π2

6

(
kBT

εF

)2
3N

8εF

]

=
3Nµ2

B

2εF
B

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (IV.89)Da ja, wie bereits aus Gl. (IV.77) bekannt,

3nµ2
B

2εF
= χpara

0 ≡ χpara(T = 0) , (IV.90)lautet die paramagnetishe Suszeptibilität shlieÿlih
χpara(T ) = χpara

0

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
] für T ≪ TF . (IV.91)

• Die hier gefundene Temperaturabhängigkeit der paramagnetishen Suszeptibilität eines idea-len, fastentarteten Fermi-Gases untersheidet sih wesentlih von der für ein System niht-wehselwirkender �klassisher Spins�: Dafür hat man, wie bereits aus den Überlegungen in Ab-shnitt II.3.1 hervorgeht, die Einteilhen-Zustandssumme
Z1(β) = e−βµBB + e+βµBB

= 2 cosh(βµBB) (IV.92)und das magnetishe Moment
M = N

1

β

∂

∂B
lnZ1(β)

= NµB tanh(βµBB) . (IV.93)Bei kleinen Magnetfeldern und/oder hohen Temperaturen, also für βµBB ≪ 1, folgt daraus
M ≈ Nµ2

B

kBT
B . (IV.94)Das ergibt das bekannte Curie-Gesetz für die Suszeptibilität eines klassishen Spinsystems:

χpara
∞ ≈ nµ2

B

kBT
. (IV.95)Die Tatsahe, daÿ sih die Resultate (IV.77) und (IV.91) hiervon um einen Faktor der Gröÿenord-nung O(kBT/εF) untersheiden, hat den shon bekannten Grund: Dieser Faktor beshreibt bei im



166 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEVergleih zur Fermi-Temperatur kleinen Temperaturen die relative Gröÿe der �Aufweihungszone�der fermionishen Besetzungszahlfunktion, aus der allein sih die thermish angeregten Teilhenrekrutieren. Der Paramagnetismus eines typishen Metalls bei Zimmertemperatur ist also umeinen Faktor der Ordnung O(10−2) kleiner als der, den ein Modell �klassisher Elektronen� vor-aussagt! Die Erklärung dieses Sahverhaltes durh W. Pauli bildete daher eine wesentlihe Stützefür die Interpretation der Metallelektronen als ein fastentartetes Fermi-Gas.IV.2.2 DiamagnetismusFür das Verständnis des Diamagnetismus eines idealen Fermi-Gases ist die Tatsahe entsheidend, daÿdie Bewegung geladener Teilhen in einem homogenen Magnetfeld �quantisiert� ist: Es sei ~B = B~ezein homogenes, zeitlih konstantes Magnetfeld in z-Rihtung. Dann erfährt ein Teilhen der Ladung e,das sih mit der Geshwindigkeit ~v in diesem Feld bewegt, die Lorentz-Kraft ~FL = e~v × ~B. In einerEbene senkreht zu ~B �ndet man also Kreisbahnen; aus dem Kräftegleihgewiht
m
v2

r
= evB (IV.96)ergibt sih für ihre Winkelgeshwindigkeit die Zyklotronfrequenz

ω =
v

r
=
eB

m
. (IV.97)Da nun die Kreisbewegung als Überlagerung harmonisher Shwingungen aufgefaÿt werden kann, er-wartet man für ein quantenmehanishes Teilhen eine oszillator-artige Quantisierung der Bewegungin der Ebene senkreht zu ~B, während die Bewegung parallel dazu frei bleibt, und dementsprehendEinteilhen-Energien

ε = h̄
eB

m

(
j +

1

2

)
+

p2
z

2m
(IV.98)mit einer Quantenzahl j = 0, 1, 2, . . . . Um diese naheliegende Erwartung zu bestätigen, sei ~A(~r) einzu ~B gehörendes Vektorpotential, so daÿ ~B = ~∇ × ~A. Der Hamiltonoperator für die Bewegung einesTeilhens mit der Ladung e und der Masse m in diesem Feld besitzt dann die bekannte Form

H =
1

2m

(
~p− e ~A

)2

. (IV.99)Durh Bildung des Kommutators von H mit dem Ortsoperator ~r läÿt sih nun gemäÿ
~v =

i

h̄
[H,~r ] (IV.100)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 167ein �Geshwindigkeitsoperator� de�nieren. Für die x-Komponente dieses Operators erhält man
vx =

i

h̄
[H,x ]

=
i

2mh̄

[
(px − eAx)2 + (py − eAy)2 + (pz − eAz)

2 , x
]

=
i

2mh̄

{
(px − eAx) [px − eAx , x] + [px − eAx , x] (px − eAx)

}

=
1

m
(px − eAx) , (IV.101)was sofort auf den bekannten Zusammenhang

m~v = ~p− e ~A (IV.102)zwishen dem kinetishen und dem kanonishen Impuls führt. Interessant sind nun die Kommutator-relationen für die vershiedenen Komponenten dieses Geshwindigkeitsoperators: Man hat
[vx, vy] =

1

m2
[ px − eAx , py − eAy ]

= − h̄e

im2

(
[∂x, Ay] + [Ax, ∂y]

)

=
ieh̄

m2

(
∂xAy − ∂yAx

)

=
ieh̄

m2
Bz , usw. zyklish . (IV.103)Im hier betrahteten Fall ist Bz = B und Bx = By = 0. Mit der Beziehung (IV.102) erhält derHamiltonoperator (IV.99) nun die suggestive Form

H =
1

2
m
(
v2

x + v2
y

)
+

1

2
mv2

z , (IV.104)wobei vx und vy niht kommutieren: [ vy , vx ] = h̄
i

eB
m2 . De�niert man also

P =

√
m2

h̄eB
vy , Q =

√
m2

h̄eB
vx , (IV.105)so erfüllen diese Operatoren erstens eine ebensolhe Vertaushungsregel wie die Impuls- und Orts-operatoren des harmonishen Oszillators,

[P,Q ] =
1

i
, (IV.106)und zweitens ist der Hamiltonoperator �im wesentlihen� eine Summe ihrer Quadrate, besitzt somitebenfalls Oszillatorform:

H =
h̄eB

m

1

2

(
P 2 +Q2

)
+

1

2
mv2

z . (IV.107)



168 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEDaher werden die Energieeigenwerte eines geladenen Teilhens in einem homogenen Magnetfeld in derTat durh die Energieniveaus eines harmonishen Oszillators bestimmt, dessen Oszillatorfrequenz ωdurh die Zyklotronfrequenz (IV.97) gegeben wird:
ε = h̄

eB

m

(
j +

1

2

)
+

p2
z

2m
, j = 0, 1, 2, . . . . (IV.108)Diese Niveaus (IV.108) werden als Landau-Niveaus bezeihnet. Im Untershied zu denen des einfaheneindimensionalen Oszillators sind sie sehr hoh entartet: Betrahtet man ein �Periodizitätsvolumen�

V = LxLyLz (d.h. einen Quader mit den Kantenlängen Lx, Ly und Lz, in welhen das Gas eingesperrtist, wobei periodishe Randbedingungen gestellt werden), so müssen o�enbar nah Einshalten desMagnetfeldes alle vorher freien Zustände, deren transversale kinetishe Energie in dem Intervall
h̄
eB

m
j <

1

2m

(
p2

x + p2
y

)
< h̄

eB

m
(j + 1) (IV.109)liegt, zum j-ten Landau-Niveau �vershmelzen�. Die Anzahl dieser Zustände wird dann durh das durh

h2 dividierte zugehörige Phasenraumvolumen der Transversalbewegung gegeben, wobei die Impuls-komponente in dem durh Gl. (IV.109) bestimmten Kreisring liegen muÿ:
LxLy

h2

∫
dpx

∫
dpy =

LxLy

h2
π 2m

h̄eB

m

(
(j + 1) − j

)

= LxLy
eB

h
. (IV.110)Damit kann shlieÿlih die groÿkanonishe Zustandssumme für ein ideales Fermi-Gas in einem homo-genen Magnetfeld in einer Form angegeben werden, die der Landau-Quantisierung Rehnung trägt:

lnZ =
∑

ε

ln
(
1 + ze−βε

)

= γ

∫ ∞

−∞

Lz dpz

h

∞∑

j=0

LxLy
eB

h
ln

(
1 + ze−β eh̄B

m (j+1/2)e−β
p2

z
2m

)
, (IV.111)wobei γ wieder den Spinmultiplizitätsfaktor bezeihnet. Man beahte jedoh, daÿ der Spinfreiheitsgradfür den Diamagnetismus keine Rolle spielt!Die durh diese Zustandssumme (IV.111) beshriebene Thermodynamik ist sehr reihhaltig. Zunähstsoll der klassishe Grenzfall hoher Temperaturen, also kleiner Fugazitäten untersuht werden: Dannist z ≪ 1 und das System wird �Boltzmannsh�, also

lnZ ≈ γ
V eB

h2
z

∫ ∞

−∞
dpz e−β

p2
z

2m

∞∑

j=0

e−β eh̄B
m (j+1/2)

= γ
V eB

h2
z

(
2mπ

β

)1/2

e−β eh̄B
2m

1

1 − e−β eh̄B
m

= γ
V eB

h2
z

(
2mπ

β

)1/2 [
2 sinh

(
β
eh̄B

2m

)]−1

. (IV.112)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 169Zur Vereinfahung der Notation sei weiter
β
eh̄

2m
B = βµB ≡ x , (IV.113)wobei hier das magnetisheMoment µ = eh̄

2m eingeführt wurde. Da die Bewegung der geladenen Teilhenbetrahet wird, ist der in dieses Moment eingehende Massenparameterm in Falle eines Elektronengasesin einem Metall oder Halbleiter die e�ektive Elektronenmasse, so daÿ µ dann niht mit dem BohrshenMagneton µB übereinstimmt. Eine einfahe Umformung liefert weiterhin
lnZ = γ

zV

λ

eB

h

1

2 sinhx

= γ
zV

λ

2πmkBT

h2

eh̄B

2mkBT

1

sinhx

= γ
zV

λ3

x

sinhx
, (IV.114)woraus sofort der bekannte Grenzfall des Maxwell�Boltzmann-Gases ohne Magnetfeld zurükerhaltenwird: Für γ = 1 und x→ 0 reduziert sih diese Gl. (IV.114) auf den klassishen Ausdruk (II.212).Aus der Hohtemperatur-Näherung (IV.114) für die Zustandssumme erhält man zunähst den groÿ-kanonishe Erwartungswert der Teilhenzahl,

N =

(
z
∂

∂z
lnZ

)

B,V,T

= γ
zV

λ3

x

sinhx
, (IV.115)und damit dann den Erwartungswert des magnetishen Momentes in der Form

M =
1

β

(
∂

∂B
lnZ

)

z,V,T

= γ
zV

λ3
µ

(
1

sinhx
− x coshx

sinh2 x

)

= γ
zV

λ3

x

sinhx
µ

(
1

x
− cothx

)

= −NµL(x) . (IV.116)Die an dieser Stelle auftretende Langevin-Funktion
L(x) = cothx− 1

x
(IV.117)ist auh aus der klassishen Theorie des Paramagnetismus bekannt. (Übungsaufgaben! ) Im hier be-trahteten klassishen Hohtemperatur-Fall ist µB ≪ kBT und daher x ≪ 1; dann ist L(x) ≈ x

3 .Damit ergibt sih für das magnetishe Moment der Ausdruk
M ≈ −Nµ µB

3kBT
, (IV.118)



170 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEwobei das negative Vorzeihen den diamagnetishen Charakter der Magnetisierung anzeigt; die dia-magnetishe Hohtemperatur-Suszeptibilität des Gases lautet also
χdia
∞ = − nµ2

3kBT
. (IV.119)Berüksihtigt man auÿerdem noh die paramagnetishe Hohtemperatur-Suszeptibilität (IV.95), also

χpara
∞ =

nµ2
B

kBT
,so erhält man shlieÿlih insgesamt

χ∞ =
n
(
µ2

B − 1
3µ

2
)

kBT
. (IV.120)Abgesehen davon, daÿ auh das �intrinsishe� magnetishe Moment µB niht unbedingt mit dem �kine-tishen� Moment µ übereinstimmt, untersheidet sih der Ausdruk für die diamagnetishe Suszepti-bilität von dem für die paramagnetishe bei hohen Temperaturen um den Faktor (−1/3); die gesamteSuszeptibilität ist für die hier zur Debatte stehenden shwahen Magnetfelder einfah die Summe beiderAnteile.Zur Untersuhung des Diamagnetismus bei tiefen Temperaturen, für kBT ≪ εF, wird zunähst ange-nommen, daÿ das äuÿere Magnetfeld sehr shwah bleibt, so daÿ µB ≪ kBT . Unter dieser Vorausset-zung kann die im Ausdruk (IV.111) für lnZ auftretende Summe über j näherungsweise mit Hilfe derEuler�Malaurin-Formel ausgewertet werden, da die Summanden nur langsam variieren.

• Bei der Berehnung von Zustandssummen in der Statistishen Physik benutzt man die Euler�Malaurin-Summenformel häu�g in der Form
∞∑

n=0

f(n) =

∫ ∞

0

f(x) dx+
1

2
f(0) − 1

12
f ′(0) +

1

720
f ′′′(0) + . . . , (IV.121)wobei f eine glatte Funktion ist, die im Unendlihen hinreihend shnell vershwindet. O�enbarentspriht das Integral auf der rehten Seite der Kontinuumsapproximation an die Zustands-summe, in der von der Diskretheit der quantenmehanishen Energieniveaus abgesehen wird;die folgenden Terme beinhalten die auf diese diskrete Natur des Spektrums zurükzuführendenKorrekturen.Bei der Auswertung der Summe in Gl. (IV.111) treten jedoh �halbzahlige� Indizes auf; man hatalso hier zunähst

∞∑

n=0

f(n+ 1/2) =

∫ ∞

1/2

f(x) dx+
1

2
f(1/2)− 1

12
f ′(1/2) + . . . . (IV.122)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 171Um nun die Funktionswerte bei x = 1/2 in der gleihen Genauigkeit auf die bei x = 0 zurük-zuführen, betrahtet man die Taylorentwiklungen
∫ 1/2

0

f(x)dx =

∫ 1/2

0

[
f(0) + xf ′(0)

]
dx+ . . .

=
1

2
f(0) +

1

8
f ′(0) + . . .

1

2
f(1/2) =

1

2
f(0) +

1

4
f ′(0) + . . .

1

12
f ′(1/2) =

1

12
f ′(0) + . . . (IV.123)und erhält daraus

∞∑

n=0

f(n+ 1/2) =

∫ ∞

0

f(x) dx− 1

2
f(0) − 1

8
f ′(0)

+
1

2
f(0) +

1

4
f ′(0)

− 1

12
f ′(0) + . . .

=

∫ ∞

0

f(x) dx+
1

24
f ′(0) + . . . , (IV.124)wobei der zweite Term auf der rehten Seite die führende Korrektur zur Kontinuumsapproxima-tion beshreibt.Mit dieser Variante (IV.124) der Euler�Malaurin-Formel erhält die Zustandssumme (IV.111) für kleineTemperaturen und sehr shwahe Magnetfelder die Gestalt

lnZ = γ
V eB

h2

∫ +∞

−∞
dpz

∞∑

j=0

ln
(
1 + ze−β2µB(j+1/2)−βp2

z/2m
)

= γ
V eB

h2

∫ +∞

−∞
dpz

[∫ ∞

0

dx ln
(
1 + ze−β(2µBx+p2

z/2m)
)

+
1

24

ze−βp2

z/2m

1 + ze−βp2
z/2m

(−2βµB)

]
. (IV.125)Im ersten dieser beiden Beiträge zu lnZ setze 2µBx + p2

z/2m = ε und überführe das Doppelintegralüber pz und x in eines über (zuerst) x und dann ε. Dabei transformiert sih das Flähenelement gemäÿ
dpz dx =

∣∣∣∣
∂(pz, x)

∂(ε, x)

∣∣∣∣dε dx

=
1

2

√
2m

ε− 2µBx
dε dx ; (IV.126)



172 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEbei festem ε variiert x von 0 bis ε/(2µB). Es folgt
∫ +∞

−∞
dpz

∫ ∞

0

dx ln
(
1 + ze−βε

)
= 2

∫ ∞

0

dpz

∫ ∞

0

dx ln
(
1 + ze−βε

)

=

∫ ∞

0

dε

∫ ε/(2µB)

0

dx

√
2m

ε− 2µBx
ln
(
1 + ze−βε

)

=
√

2m

∫ ∞

0

dε
(ε− 2µBx)1/2

−µB

∣∣∣∣
ε/(2µB)

0

ln
(
1 + ze−βε

)

=

√
2m

µB

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)
. (IV.127)Da µ = eh̄

2m , erhält man nah Gl. (IV.125) den ersten Beitrag zu lnZ in der Form
γ
V eB

h2

√
2m

µB

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)
= γ

2πV (2m)3/2

h3

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)

=
γV

λ3
f5/2(z) , (IV.128)wobei an dieser Stelle wieder genau die bereits in Gl. (IV.4) durhgeführten Umformungen anfallen.In diesen Teil von lnZ geht das Magnetfeld also nur implizit über den Wert der an das Magnetfeldanzupassenden Fugazität z, niht aber explizit ein, so daÿ von ihm kein Beitrag zur Magnetisierungkommen kann. Das ist plausibel: Dieser erste Beitrag zu lnZ entspriht einer Kontinuumsapproxima-tion, in der die diskreten Landau-Niveaus niht mehr sihtbar sind; der Diamagnetismus wird abergerade durh diese Niveaus verursaht.Der zweite Beitrag zu lnZ erhält mit der Substitution

y = β
p2

z

2m
(IV.129)und dem Zusammenhang

dy = β
pz

m
dpz

=
β

m

√
2my

β
dpz

=

√
2β

m
y1/2 dpz (IV.130)die Gestalt

γ
V eB

h2

∫ ∞

0

dy

√
m

2β

2 y−1/2

z−1ey + 1

(−2βµB)

24

= −γ V eB
h2

√
2mβ

µB

12

∫ ∞

0

dy
y−1/2

z−1ey + 1
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= −γ V

12h2

√
2mβ

2m 2π

h
(µB)2

∫ ∞

0

dy
y−1/2

z−1ey + 1

= −γ πV (2m)3/2

6h3
β1/2 (µB)2

∫ ∞

0

dy
y−1/2

z−1ey + 1
. (IV.131)Hieraus ergibt sih das diamagnetishe Moment des Gases:

M =
1

β

(
∂ lnZ
∂B

)

z,V,T

= −γ πV (2m)3/2

3h3 β1/2
µ2B Γ(1/2) f1/2(z) . (IV.132)Für die Fermi-Funktion f1/2(z) erhält man aus Gl. (IV.57) die Beziehung Γ(1/2) f1/2(z) ≈ 2 (ln z)1/2für T → 0; das liefert nun die Magnetisierung in der Form

M

V
= −γ 2π (2m)3/2

3h3
(kBT ln z)

1/2
µ2B . (IV.133)Mit kBT ln z ≈ εF und dem aus Gl. (IV.37) folgenden Ausdruk

ε
3/2
F =

h3

(2m)3/2

3n

4πγ
(IV.134)vereinfaht sih das zu

M

V
= −1

2

nµ2

εF
B , (IV.135)so daÿ auh die diamagnetishe Suszptibilität sofort abgelesen werden kann:

χdia
0 = −1

2

nµ2

εF
für T → 0 . (IV.136)Vergleiht man dieses Resultat mit der paramagnetishen Suszeptibilität (IV.77),

χpara
0 =

3

2

nµ2
B

εF
,so �ndet man wie bereits im Hohtemperaturfall wieder das Verhältnis χdia

0 /χpara
0 = (−1/3)µ2/µ2

B.IV.2.3 Magnetisierungsoszillationen in starken MagnetfeldernWenn das äuÿere Magnetfeld so stark wird, daÿ die magnetishe Wehselwirkungsenergie µB der Mo-mente µ mindestens vergleihbar ist mit dem Temperaturäquivalent kBT , während gleihzeitig dieTemperatur des Fermi-Gases klein gegenüber der Fermi-Temperatur bleibt, also für kBT <∼ µB ≪ εF,



174 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEtritt ein sehr wihtiger E�ekt auf: Die Magnetisierung des Gases, als Funktion von B betrahtet, oszil-liert mit groÿer Amplitude. Für das Elektronengas in Metallen (für welhes die Fermi-Flähe niht mitder Fermi-Kugel des freien Gases übereinstimmt) wird dieses Phänomen als de Haas�van Alphen-E�ektbezeihnet. Die Ursahe dieses E�ektes ist leiht zu verstehen: Mit µ = eh̄
2m erhalten die Einteilhen-Energien (IV.108) die Form

ε = 2µB

(
j +

1

2

)
+

p2
z

2m
, j = 0, 1, 2, . . . , (IV.137)so daÿ der Abstand aufeinanderfolgender Landau-Niveaus durh 2µB gegeben wird. Wenn dieser Ab-stand mindestens vergleihbar ist mit kBT , be�ndet sih stets höhstens ein einziges Landau-Niveauinnerhalb der thermodynamish relevanten �Aufweihungszone� um die Fermi-Kante. Wenn dann einsolhes Landau-Niveau ungefähr mit der Fermi-Energie zusammenfällt, also für

2µB(j + 1/2) ≈ εF , (IV.138)gibt es in der unmittelbaren Umgebung der Fermi-Kante sehr viele besetzbare Zustände, andernfalls nursehr wenige. Variiert man nun die Magnetfeldstärke, shieben sih die Landau-Niveaus naheinanderan der Fermi-Kante vorbei, so daÿ daher die thermishen Eigenshaften des Gases in oszillierenderWeise auf diese Variation reagieren. Da die Änderung der Quantenzahl j des Landau-Niveaus an derFermi-Kante durh
∆j =

εF
2µ

∆
1

B
(IV.139)gegeben wird, entspriht eine Änderung von 1/B um den Betrag

∆
1

B
=

2µ

εF
(IV.140)einer Änderung der Quantenzahl j um eine Einheit, so daÿ das j-te Niveau durh seinen Nahbarnersetzt wird. Man �ndet daher eine Periodizität der Observablen in 1/B mit der Periode (IV.140).Dieser Mehanismus zeigt sih niht nur als Oszillation der Magnetisierung, sondern z.B. auh alsOszillation der Leitfähigkeit; diese Leitfähigkeitsoszillationen als �Antwort� auf die Änderung einesstarken äuÿeren Magnetfeldes bilden den Shubnikov�de Haas-E�ekt.Die quantitative Behandlung der Thermodynamik des Elektronengases in Gegenwart eines starkenMagnetfeldes ist allerdings tehnish aufwendig. Sie geht wie üblih aus von der groÿkanonishenZustandssumme

lnZ =

∫ ∞

0

dε g(ε) ln
(
1 + ze−βε

)
, (IV.141)wobei aber hier die Zustandsdihte g(ε) niht durh den Ausdruk (IV.2) für freie Teilhen gegebenwird, sondern den E�ekt des Magnetfeldes auf das Einteilhen-Spektrum beinhalten muÿ: Das Ma-gnetfeld wird nur über die Zustandsdihte berüksihtigt!



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 175Es soll nun ein Gas aus Spin- 12 -Teilhen in einem homogenen Feld B betrahtet werden, für die dasin das Landau-Spektrum (IV.137) eingehende Moment µ mit dem intrinsishen Moment µB überein-stimmt (also kein Gas von Metallelektronen, deren e�ektive Masse von der Masse freier Elektronenvershieden ist). Da das Feld als stark vorausgesetzt wird, kann der diamagnetishe E�ekt der Bahn-bewegung niht mehr von der paramagnetishen Spinausrihtung getrennt werden, sondern ist gemein-sam mit dieser zu behandeln. Das Einteilhen-Spektrum, das beide E�ekte berüksihtigt, lautet alsonun
ε = 2µBB

(
j +

1

2

)
± µBB +

p2
z

2m

= 2µBB

(
j +

1

2
± 1

2

)
+

p2
z

2m

≡ 2µBB n+
p2

z

2m
, (IV.142)wobei jeder Wert der ganzen Zahl n für n 6= 0 zweifah auftritt, n = 0 dagegen nur einmal.Die exakte Zustandsdihte g(ε), die zu diesem Spektrum (IV.142) gehört, besitzt bei den Energien derLandau-Niveaus δ-artige Singularitäten. Ihre Stammfunktion G(ε) besitzt folglih bei diesen Energi-en noh Sprungstellen, aber deren Stammfunktion Ω(ε) ist stetig und daher mathematish einfaherzu handhaben. Deswegen wird die Zustandssumme (IV.141) zunähst mit Hilfe von zwei partiellenIntegrationen durh diese Funktion Ω(ε) ausgedrükt, wobei G(0) = 0 und Ω(0) = 0 vorausgesetztwird:

lnZ = −
∫ ∞

0

dεG(ε)
ze−βε(−β)

1 + ze−βε

= β

∫ ∞

0

dεG(ε)
1

z−1eβε + 1

= −β
∫ ∞

0

dεΩ(ε)
∂

∂ε

[
1

z−1eβε + 1

]
. (IV.143)

• Die Zustandsdihte g(ε) bzw. ihre zweite Stammfunktion Ω(ε) läÿt sih aus der kanonishenEinteilhen-Zustandssumme erhalten. Shreibt man nämlih diese als
Z1(β) =

∫ ∞

0

dε e−βεg(ε) , (IV.144)so wird deutlih, daÿ Z1(β) nihts anderes ist als die Laplae-Transformierte von g(ε), so daÿumgekehrt die Zustandsdihte als inverse Laplae-Transformierte der Zustandssumme dargestelltwerden kann:
g(ε) =

1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβεZ1(β) . (IV.145)



176 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEMittels zweifaher partieller Integration erhält man den Zusammenhang zwishen Z1(β) und
Ω(ε),

Z1(β) = −
∫ ∞

0

dε (−β)e−βεG(ε)

= β2

∫ ∞

0

dε e−βεΩ(ε) (IV.146)und daraus shlieÿlih
Ω(ε) =

1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβεZ1(β)

β2
. (IV.147)In den Darstellungen (IV.145) und (IV.147) ist die reelle Gröÿe β′ so zu wählen, daÿ alle Poledes jeweiligen Integranden in der komplexen β-Ebene �links� vom Integrationsweg liegen.Die kanonishe Einteilhen-Zustandssumme für das Spektrum (IV.142) kann einfah berehnet werden.Berüksihtigt man den Entartungsgrad (IV.110) der Landau-Niveaus sowie die Sonderrolle des Niveaus

n = 0, erhält man sofort
Z1(β) =

∫ ∞

−∞

Lz dpz

h
e−β

p2
z

2m LxLy
eB

h

(
2

∞∑

n=0

e−2βµBBn − 1

)

=
V eB

h2

(
2mπ

β

)1/2(
2

1 − e−2βµBB
− 1

)

=
V

λ

eB

h

1 + e−2βµBB

1 − e−2βµBB

=
V

λ

eh̄B

2mkBT

2mkBT
h2 2π

tanh(βµBB)

= 2
V

λ3

βµBB

tanh(βµBB)
. (IV.148)Für B → 0 reduziert sih dieser Ausdruk sofort auf das korrekte Resultat für Boltzmannshe Spin- 12 -Teilhen.Im nähsten Shritt ist nun die inverse Laplae-Transformation (IV.147) auszuführen: Man hat

Ω(ε) =
1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβεZ1(β)

β2

=
1

2πi
2V µBB

(2πm)3/2

h3

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ

βeβε

β3/2β2 tanh(βµBB)
. (IV.149)Da tanh(x) = sinh(x)

cosh(x) und weiterhin
sinhx =

ex − e−x

2
= i

ei(−ix) − e−i(−ix)

2i
= i sin(−ix) , (IV.150)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 177besitzt der Integrand (IV.149) in der komplexen β-Ebene einfahe Pole für −iβµBB = ℓπ, also bei
βℓ = iℓπ

µBB mit ℓ = ±1,±2, . . . auf der imaginären Ahse, auÿerdem einen Verzweigungspunkt bei
β = 0. Der zugehörige Shnitt wird auf die negative reelle Ahse gelegt.Der Integrationsweg parallel zur imaginären Ahse wird dann ersetzt durh die Gesamtheit der in�ni-tesimalen Kreise um die Pole auf der imaginären Ahse sowie eine Kontur um den Verzweigungsshnitt.Das Konturintegral um diesen Shnitt liefert lediglih eine glatte Funktion von ε (niht von B), hängtalso niht mit dem gesuhten E�ekt zusammen und wird daher im folgenden weggelassen. Die Integralefür die Wege um die Pole folgen aus dem Residuensatz: Man hat für β ≈ βℓ die Entwiklung

tanh(βµBB) ≈ (β − βℓ)µBB
1

cosh2(βℓµBB)

= (β − βℓ)µBB
1

cosh2(iℓπ)

= (β − βℓ)µBB
1

cos2(ℓπ)

= (β − βℓ)µBB (IV.151)und liest daraus die benötigten Residuen ab:
Resβ=βℓ

1

tanh(βµBB)
=

1

µBB
. (IV.152)Der oszillierende Beitrag zu Ω(ε) lautet daher zunähst

Ωosc(ε) = 2V µBB
(2πm)3/2

h3

∑

ℓ=±1,±2,...

eiℓπε/(µBB)

(
iℓπ

µBB

)5/2

µBB

. (IV.153)Zur paarweisen Zusammenfassung der Terme benuzt man die Identität
eiℓπε/(µBB)

(iℓ)5/2
+

e−iℓπε/(µBB)

(−iℓ)5/2
= − 1

ℓ5/2

(
i−1/2eiℓπε/(µBB) + (−i)−1/2e−iℓπε/(µBB)

)

= − 1

ℓ5/2

(
eiℓπε/(µBB)−iπ/4 + e−iℓπε/(µBB)+iπ/4

)

= − 2

ℓ5/2
cos

(
ℓπε

µBB
− π

4

) (IV.154)und �ndet damit
Ωosc(ε) = −V 4 (2πm)3/2

h3

(
µBB

π

)5/2 ∞∑

ℓ=1

1

ℓ5/2
cos

(
ℓπε

µBB
− π

4

)
. (IV.155)Im folgenden Shritt muÿ nun das Integral (IV.143) ausgewertet werden, um den zugehörigen oszillie-renden Beitrag zu lnZ zu identi�zieren:

lnZosc = −β
∫ ∞

0

dεΩosc(ε)
∂

∂ε

[
1

z−1eβε + 1

]

= β2

∫ ∞

0

dεΩosc(ε)
z−1eβε

(z−1eβε + 1)
2 . (IV.156)



178 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEHierbei darf bei hinreihend tiefen Temperaturen z ≈ eβεF gesetzt werden, so daÿ die (shwahe)Temperaturabhängigkeit des hemishen Potentials (IV.60) vernahlässigt wird.Dieser Ausdruk (IV.156) für lnZosc enthält den entsheidenden physikalishen Mehanismus. Denn dieAbleitung der fermionishen Besetzungszahlfunktion besitzt einen Peak der Breite O(kBT ) um ε = εFherum und vershwindet sonst; jeder Summand von Ωosc(ε) oszilliert mit einer Periode 2µBB/ℓ. Wennalso das Feld nur shwah ist, so daÿ µBB ≪ kBT , fallen viele Perioden in das �Integrationsfenster�,so daÿ sih die Beiträge gegenseitig auslöshen. Wenn dagegen kBT <∼ µBB, kann das Integral inAbhängigkeit von B mit groÿer Amplitude oszillieren.Die verbleibende Aufgabe zur Auswertung von lnZosc besteht somit in der Berehnung von
∫ ∞

0

dε
eβ(ε−εF)

(
eβ(ε−εF) + 1

)2 cos

(
ℓπεF
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− π

4
+
ℓπ(ε− εF)
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)

=
1

2β

∫ ∞

−βεF

dx
ex

(ex + 1)2

[
exp

(
i
ℓπεF
µBB

− i
π

4
+ i

ℓπx

βµBB

)

+ exp

(
−i
ℓπεF
µBB

+ i
π

4
− i

ℓπx

βµBB

)]
, (IV.157)wobei x = β(ε− εF) gesetzt wurde. Da βεF ≫ 1 vorausgesetzt wird, darf hier die untere Integrations-grenze in guter Näherung durh −∞ ersetzt werden.

• Man benötigt nun das bestimmte Integral
∫ +∞

−∞
dx

ex

(ex + 1)2
eiαx =

πα

sinh(πα)
. (IV.158)Zum Beweis dieser Formel substituiere man

u =
1

ex + 1

du =
−ex

(ex + 1)2
dx , (IV.159)so daÿ

ex =
1

u
− 1

eiαx = (1 − u)iαu−iα . (IV.160)Damit hat man
∫ +∞

−∞
dx

ex

(ex + 1)2
eiαx = −

∫ 0

1

du (1 − u)iαu−iα

=

∫ 1

0

du (1 − u)iαu−iα . (IV.161)



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 179Dieses Integral führt direkt auf die Eulershe Beta-Funktion: Es gilt
B(z1, z2) =

∫ 1

0

dt tz1−1(1 − t)z2−1

=
Γ(z1) Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
(IV.162)und daher ebenfalls

∫ 1

0

du u−iα(1 − u)iα =
Γ(1 − iα) Γ(1 + iα)

Γ(2)
. (IV.163)Aus der �Spiegelungsformel� für die Γ-Funktion,

Γ(z) Γ(1 − z) =
π

sinπz
, (IV.164)folgt durh Multiplikation mit z sofort

Γ(1 + z) Γ(1 − z) =
πz

sinπz
; (IV.165)damit vereinfaht sih der Ausdruk (IV.163) zu

∫ 1

0

du u−iα(1 − u)iα =
πiα

sin(πiα)
. (IV.166)Wegen

sin(πiα) =
1

2i

(
eiπiα − e−iπiα

)
= − 1

2i

(
eπα − e−πα

)
= i sinh(πα) (IV.167)ergibt sih daraus die behauptete Beziehung (IV.158).Es folgt also zunähst
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(
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)2 cos

(
ℓπεF
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4
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(
ℓπεF
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4

) ℓπ2

βµBB

sinh
(

ℓπ2

βµBB

) (IV.168)und damit dann nah Zusammenfassung aller Faktoren aus den Gln. (IV.155), (IV.156) und (IV.168)
lnZosc = β2 (−V )
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sinh
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) . (IV.169)



180 KAPITEL IV. IDEALE FERMI-GASEAus diesem Resultat erhält man nun den oszillierenden Anteil der Magnetisierung gemäÿ
Mosc

V
=

1

V

1

β

∂

∂B
lnZosc . (IV.170)Dabei brauhen nur die shnell variierenden Ausdrüke, also die osinus-Funktionen in den Zählerndi�erenziert zu werden: Das liefert
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1
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sin
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ℓπεF
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4

)

sinh
(

ℓπ2

βµBB

) , (IV.171)ein Ergebnis, das auf L. D. Landau zurükgeht.2 Wie bereits aufgrund der qualitativen Überlegungenzu Beginn dieses Abshnitts erwartet, oszilliert die Magnetisierung also bei Variation von B; trägt mandiese Oszillationen gegen 1/B auf, so besitzen sie die temperaturunabhängige Periode
∆

1

B
=

2µB

εF
. (IV.172)Durh Messung dieser Periode läÿt sih also die Fermi-Energie experimentell bestimmen. Wegen der

sinh-Funktionen in den Nennern bleibt die Amplitude der Oszillationen klein, solange µBB ≪ kBT ;dann erhält man lediglih den shon bekannten �glatten� Dia- bzw. Paramagnetismus. Die Oszillationenwerden o�enbar erst signi�kant für µBB ≈ π2kBT . Berüksihtigt man in dem Resultat (IV.171) nurden Term ℓ = 1 und setzt auÿerdem gemäÿ Gl. (IV.37)
εF =

h2

2m

(
3n

8π

)2/3

, (IV.173)da Spin- 12 -Teilhen betrahtet werden, so folgt
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(

π2

βµBB

)

= −3π
nµ2

B

2εF

kBT

µBB

(
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(
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4

)

sinh
(
π2 kBT
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) . (IV.174)Dieser Ausdruk erlaubt eine einfahe Abshätzung der Gröÿe der Amplitude der Magnetisierungs-oszillationen: Da nah Gl. (IV.136) −nµ2

B

2εF
= χdia

0 , ist die Amplitude des oszillierenden Anteils derMagnetisierung für µBB ≈ π2kBT um den Faktor (εF/(µBB)
)1/2 gröÿer als der monotone Anteil!2Es ist instruktiv, die hier vorgestellte Herleitung des Resultates (IV.171) mit derjenigen zu vergleihen, die im Band Vdes Lehrbuhs für Theoretishe Physik von L.D. Landau und E.M. Lifshitz gegeben wird!



IV.2. MAGNETISMUS IDEALER FERMI-GASE 181Der Ausdruk (IV.171) gilt, wie erwähnt, für ein Gas freier Teilhen, in dem das durh die Bahn-bewegung bedingte Moment µmit dem intrinsishen Moment µB übereinstimmt. Für ein Elektronengasin Metallen oder Halbleitern ist das jedoh meist niht der Fall: So �ndet man in GaAs für dasLeitungsband die e�ektive Elektronenmasse meff = 0.067m0, wobei m0 die �nakte� Elektronenmassebezeihnet; daher ist hier das Bahnmoment µ um den Faktor 15 gröÿer als Bohrshe Magneton µB. Ineinem solhen Fall kann der paramagnetishe Beitrag vernahlässigt werden: Man geht dann aus vondem Einteilhen-Spektrum (IV.137), erhält anstelle von Gl. (IV.148) die Einteilhen-Zustandssumme
Z1(β) = 2

V

λ3

βµB

sinh(βµB)
(IV.175)und daraus shlieÿlih für den Quotienten aus Magnetisierung und Feldstärke den Ausdruk (Übungs-aufgabe! )

Mosc

V B
= 3πχdia

0
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(
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(−1)ℓ

ℓ1/2

sin
(

ℓπεF

µB − π
4

)

sinh
(

ℓπ2kBT
µB

) . (IV.176)Der de Haas�van Alphen-E�ekt für das Elektronengas in Metallen ist von groÿer praktisher Bedeu-tung: Hier ist die Oszillationsperiode∆(1/B) proportional zum Inversen einer extremalen Shnitt�ähe,die eine zum Magnetfeld senkrehte Ebene mit der Fermi-Flähe einshlieÿt; durh Änderung der Rih-tung des Magnetfeldes und Messung der zugehörigen Oszillationsperioden läÿt sih daher die Topologieder Fermi-Flähe experimentell bestimmen. Weitere Informationen dazu �nden sih in Lehrbühern derFestkörperphysik.3

3Siehe z.B. Ashroft/Mermin: Solid State Physis. Harourt College Publishers, Fort Worth.
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