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41) Separation von Schwerpunkts— und Relativkoordinaten

Zwei Teilchen mit den Massen m; und ms werden durch das Potential eines dreidimensio-
nalen harmonischen Oszillators mit der Kreisfrequenz w gefangen und wechselwirken iiber
ein Potential V', das nur von ihrem Abstand abhédngt. Der Hamiltonoperator dieses Zwei-
teilchenproblems lautet also
h? h? 1 1 L
H = —Q—mlAl — 2—m2A2 + §m1w2rf + §m2w27“§ + V(e — 7)) .
Zeigen Sie, dass die stationdre Schrodingergleichung bei Verwendung von Schwerpunkts—

und Relativkoordinaten in zwei Gleichungen separiert werden kann. Was beschreiben diese
beiden Gleichungen? (2P)

42) Das Wasserstoffatom als zweidimensionaler harmonischer Oszillator

Eine elegante Methode zur Bestimmung der Bindungszusténde des Wasserstoffatoms besteht
in der Riickfithrung der radialen Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms auf die radiale
Schrodingergleichung eines zweidimensionalen isotropen harmonischen Oszillators. Dieses
Verfahren, das durch die , versteckte“ Symmetrie des Wasserstoffatoms ermdoglicht wird, geht
zuriick auf Julian Schwinger.

a) Gehen Sie aus von der radialen Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms, also von

R d* RE(0+1) e?
<_%@ LT R 47?50r> ur) = Bulr),

und substituieren Sie

A 2
7’—§p .

Setzen Sie weiterhin u(r) = p F(p) und zeigen Sie, dass man dann fiir geeignete Wahl
des Skalierungsfaktors A die aus Aufgabe 39 bekannte radiale Schrodingergleichung eines
zweidimensionalen isotropen harmonischen Oszillators mit Drehimpuls |[¢| = 2¢ 4+ 1 erhélt,
wobei die Energie des Wasserstoffatoms die Oszillatorfrequenz bestimmt.

b) Benutzen Sie das in Aufgabe 39 b) erhaltene Resultat fiir die Energieeigenwerte des isotro-
pen Oszillators, um die Energien der Bindungszustdnde des Wasserstoffatoms zu erschliefen.

¢) Verwenden Sie dieses Verfahren zur expliziten Konstruktion der Grundzustandsfunktion
des Wasserstoffatoms. (3P)



43) Zum Umgang mit Wasserstoff-Eigenfunktionen
Die radialen Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms besitzen bekanntlich die Gestalt

2r\* 2r
R, = N, = —r/na L2£+1 =
o(r) ¢ (n a) e 40 )

na

wobei a den Bohrschen Radius bezeichnet. Die zugeordneten Laguerre-Polynome LE(p) sollen

hier in der Form
s . — r <_p)V
Lr(m_z(r—s—u) v

v=0

verwendet werden; fiir sie gilt die Rodrigues-Darstellung

Li(p) = ﬁ pe (d%y_s (pe™?) .

a) Berechnen Sie die Normierungskonstanten N,,, indem Sie das bereits in Aufgabe 8 zur
Normierung der Oszillatorfunktionen erprobte Verfahren heranziehen.

b) Berechnen Sie die radialen Erwartungswerte

(e = /Ooodr P R2,(r) .

Stellen Sie sicher, dass Ihr Resultat fir n = 1, £ = 0 mit dem bereits aus Aufgabe 40 b)
bekannten Spezialfall ibereinstimmt. (3P)

44) Stérungsrechnung fiir den harmonischen Oszillator mit duflerer Kraft

Ein (eindimensionaler) harmonischer Oszillator mit der Kreisfrequenz w wird durch eine
auBlere Kraft der Stiarke F' gestort:

P2
H="+ _—mw?z?—Fz.
2m 2

a) Erklaren Sie (— ohne lange Rechnung! —), warum die exakten Energieceigenwerte Ey
und —eigenzusténde |N) durch

1\ P
by = FM(N—’_ 5)  2mw?
bzw. L
1
W) =esp(—3-zp) In)

gegeben werden, wobei |n) die ungestorten Oszillatorzusténde fiir F' = 0 bezeichnet.

b) Berechnen Sie die Energieeigenwerte nun mit Hilfe der Rayleigh-Schrédinger-Storungs-
theorie in zweiter Ordnung von F', indem Sie V(z) = —Fx als ,,Storung® auffassen.

Hinweis: Driicken Sie den Storoperator durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus.

c) Zeigen Sie, dass die mit Hilfe der Storungstheorie berechneten Eigenzustidnde in erster
Ordnung von F' mit den exakten Eigenzustidnden iibereinstimmen. (2P)



