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17) Zwei wichtige Kommutatorbeziehungen

Es seien A und B lineare Operatoren. Weiterhin bezeichnen p und 7 den Impuls— bzw.
Ortsoperator in einer Raumdimension; a und b sind Konstanten mit der Dimension einer
Lange. Schliellich bezeichne A einen komplexen Parameter.

a) Beweisen Sie die Beziehung
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wobei die “Schachtelkommutatoren” [A, E](n) rekursiv durch [, é](n) = |A, A, é](n_l)

und [A\, B\](l) = [121\, B\] definiert werden. Vereinfachen Sie dann mit Hilfe dieser Beziehung
das Produkt exp(ipa/h) z exp(—ipa/h) .
b) Zeigen Sie: Wenn A und B mit [A\, B] kommutieren, gilt

A+B A B _-1AB)/2 _ e§ eﬁ e+[2,§]/2 ‘

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst fiir G(\) = M e B die Differentialgleichung

dG(A) /1~ 5 ~
=== <A+ B+ A4, B]) GO\ .
Vereinfachen Sie schliefllich das Produkt exp(ipa/h) exp(iz/b) exp(—ipa/h) . (3P)

18) Der harmonische Oszillator mit zeitabhéingiger duflerer Kraft

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die zeitabhingige Schrodingergleichung

., 0Y(x,t) o1,

lhT =\ "2, 9.2 +gmwet + zF(t) | ¥(x,t) (1)
fiir einen harmonischen Oszillator, der durch eine duflere Kraft —F'(t) angetrieben wird, mit
Hilfe einer Losung £(t) der klassischen Bewegungsgleichung

mé = —mw?€ — F(t)

auf die stationdre Schrodingergleichung des Oszillators ohne duflere Kraft zuriickgefiihrt wer-
den kann. [Dieser iiberaus instruktive “Klassiker” geht zuriick auf eine Arbeit von K. Husimi,
nachzulesen in Prog. Theor. Phys. 9, 381 (1953).]



a) Zeigen Sie, dass die transformierte Wellenfunktion 1 (y,t) = ¢ (y + £(t),t) der Gleichung
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gehorcht.

b) Benutzen Sie nun den Ansatz 1(y,t) = exp(im&y/h) ¢(y,t) und zeigen Sie, dass die
Schrodingergleichung fiir die dadurch definierte Funktion ¢(y, t) die Form

2
ih Oy = <—h—82 + ;mw y? — L(t)) ©

annimmt. Dabei ist L(t) = 1mé? — Imw?¢® — ¢F(t) die klassische Lagrange-Funktion des
Teilchens. Driicken Sie schliellich die Losungen der Schrodingergleichung (1) durch die sta-
tionédren Zusténde des Oszillators aus. (4P)

19) Die hypergeometrische Reihe

Treue Freunde bei der Losung vieler Schrodinger-Eigenwertprobleme (Beispiel: Aufgabe 20
auf dem kommenden Ubungsblatt!) sind die Gaufische Differentialgleichung

2
(1—2)%+[7—(a+ﬁ+1)z]i—3—aﬁu(z) =0
und die hypergeometrische Reihe
a, 3;7; 2) E: )
v=0 '7 v
wobei das Symbol («), durch
(), =ala+1)-...-(a+v—1)

definiert wird. Mit Hilfe dieser Reihe kann das hiufig benutzte (Kugelflichenfunktionen,
harmonischer Oszillator, ...) Abbruchkriterium fiir die Konstruktion von Eigenfunktionen
formalisiert und routineméfig eingesetzt werden.

Machen Sie zur Losung der hypergeometrischen Differentialgleichung den Ansatz

z)=2z" Z a,z"
v=0
und zeigen Sie, dass fiir v # —n (n € N) ein Fundamentalsystem durch
ur(2) = Fla, B57; 2) und uy(2) = 2"V Fa+ 1—7, B+1—7;2—7; 2)

gegeben wird. Unter welchen Bedingungen brechen diese Reihen ab? (3P)

Wichtige Bemerkung: Die hypergeometrische Reihe kann analytisch nach auflerhalb ihres
Konvergenzkreises fortgesetzt werden; das asymptotische Verhalten der Fortsetzung lautet

T(YT(B — ) I'(y)T(« — ) (—2)P
L(B)C(y — ) L(a)T(y - 9) '

F(o, By7;2) ~ (—2)" "+



